
Resumen

El proceso de planificación forestal muchas veces llega a ser tan complejo, que requiere
del uso de herramientas que faciliten la toma de decisiones. Dentro de este grupo de he-
rramientas, se encuentra la programación lineal. La solución de un problema de progra-
mación lineal garantiza la asignación optima de recursos entre un numero finito de
actividades. Un modelo de programación lineal se usó para resolver un problema de plani-
ficación de la cosecha forestal en el contexto de la planificación forestal multipropósito,
el cual maximizó el valor presente neto del bosque a través del horizonte de planificación.
Usando análisis paramétrico, se evaluó el efecto de la incorporación en el modelo de res-
tricciones ambientales como la conservación de la vida silvestre, el mantenimiento de un
flujo de volumen no decreciente y un inventario de madera en pie al final del horizonte de
planificación.

Abstract

The forest planning process often becomes so complex that requires the use of tools to
facilitate decision making. One of these tools is linear programming. The solution of a
linear programming problem guarantees the optimal allocation of resources among a
finite number of activities. A linear programming model was used to solve a timber
harvest scheduling problem in a multi-use forest planning context that maximized the
forest net present value over the planning horizon. The effect of incorporation of
environmental constraints in the model, like wildlife conservation, the maintenance of a
non-declining even flow and an inventory of standing timber at the end of planning
horizon were evaluated using parametric analysis.

Palabras clave: Programación lineal, análisis paramétrico, planificación forestal, precio sombra,
restricción ambiental.

Keywords: Linear programming, parametric analysis, forest planning, shadow price,
environmental constraint.
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INTRODUCCIÓN

La programación lineal es una técnica de modelamiento que ha estado presente en el
proceso de planificación forestal desde mediados del siglo XX y ha alcanzado grandes
avances científicos desde entonces, en especial en la planificación de los bosques tem-
plados del hemisferio norte. Busca resolver problemas propios de las ciencias forestales
como la asignación óptima de rodales para cosechar en un horizonte de planificación
que maximiza el volumen de madera cosechado en cada período del horizonte de plani-
ficación (Lilttschwager & Tcheng 1967, Field et ál. 1980). Otros modelos no solo han
enfrentado el problema de asignar rodales a la cosecha sino también de establecer es-
quemas de manejo silvicultural al bosque, y maximizar el valor neto presente de éste.
(Walker 1971, Navon 1971, Johnson & Scheurman 1977, Tedder 1980, Field et ál. 1980,
Berck & Bible 1984, Diaz-Balteiro & Romero 1998).

La programación lineal ha permitido el modelamiento de muchos problemas en plani-
ficación forestal que, de otra manera, habrían sido imposible de resolver utilizando téc-
nicas convencionales, debido al gran número de variables y de restricciones que se adi-
cionan a estos modelos en la planificación a gran escala.

En la década de los ochenta, el aumento de la preocupación por la conservación del
medio ambiente y el uso racional y sostenible de los recursos naturales se reflejó en la
incorporación de restricciones ambientales en los modelos de planificación forestal.
La principal de ellas estaba relacionada con la determinación de un flujo de productos
no decreciente, el cual aseguraría la base de los recursos en el tiempo; esto indica que
el volumen cosechado en cada espacio de planificación debe ser por lo menos igual al
del período anterior (Parry et ál. 1983, McQuillan 1986, Hof et ál. 1986, Pickens et ál.
1990).

Otro tipo de restricciones que caben dentro de la connotación ambiental son las espa-
ciales como las de adyacencia. los modelos formulados por Jones et ál. (1991), Wein-
traub (1994), Walters et ál. (1999), Murray (1999), Howard & Borges (2000), McDill &
Braze (2000, 2001), McDill et ál. (2001), Gunn & Richards (2005), Boston & Sessions
(2006) son buenos ejemplos del empleo de esta restricción en su formulación. Básica-
mente, esta restringe la cosecha de áreas adyacentes, y disminuye, así, la presión sobre
áreas extensas y el impacto ambiental que se genera.

Otro problema en la planificación forestal que puede ser resuelto con el uso de progra-
mación lineal es la valoración de recursos no comerciales pero de gran importancia para
la sociedad como la producción de agua, la conservación de vida silvestre y el secuestro
de carbono. Estos se pueden interpretar como servicios ecosistémicos proveídos por el
bosque y que, de alguna manera, requieren de una valoración desde el punto de vista
económico (Boyd 2006, Boyland 2006). Paredes & Brodie (1988) y Tarp et ál. (1997)
presentan una metodología para evaluar este tipo de recursos que utiliza las bondades
de la teoría de la dualidad en la programación lineal. En su trabajo, ellos obtienen cur-
vas de oferta y demanda para bienes y servicios, como la disponibilidad de tierra, la pro-
ducción de agua libre de sedimentos y la conservación de la vida silvestre, en el marco
de la planificación forestal multipropósito.

125

PROGRAMACIÓN L INEAL Y ANÁL IS IS PARAMÉTR ICO EN PLANIF ICAC IÓN FORESTAL

Revista Tumbaga (2007), 2, 124-137



En este contexto, en la política forestal a nivel público y privado muchas veces existe el
gran interrogante de cuánto conservar de los recursos naturales para garantizar la perpe-
tuidad de la base y la diversidad ecológica, sacrificando al mínimo el desarrollo y la pro-
ducción de bienes y servicios que de ellos se obtiene. El propósito del presente artículo
es evidenciar la importancia del uso de la información obtenida a través de la programa-
ción lineal en la evaluación del impacto económico de la aplicación de restricciones am-
bientales, y la valoración de recursos sin información comercial en el proceso de planifi-
cación multipropósito de recursos forestales.

FORMULACIÓN MATEMÁTICA BÁSICA

Un problema básico de planificación forestal consiste en definir recursos, de manera
óptima, entre un conjunto de actividades que son mutuamente excluyentes. Un ejem-
plo podría ser la asignación de tierra entre actividades productivas que entregan dife-
rentes beneficios económicos. Este tipo de problema puede formularse como un pro-
blema de maximización del beneficio o minimización de los costos de producción.
Siguiendo la formulación de Hillier & Lieberman (2001), el problema de asignación de
recursos tendría la siguiente estructura:

Maximice Z = cx [1]

Sujeto a

Ax b� [2]

x � 0 [3]

Donde es c un vector de fila

c = [c1, c2, ...., cn]
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Y Z es el valor de la función objetivo.
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Retomando la formulación de Dorfman (1951) y Koopmans (1951) citados por Paredes
& Brodie (1988), que separan los vectores c, x y la matriz A en componentes básicos (cB,
xB, B) y no básicos (cN, xN, AN) y reordenando los términos de la ecuación [2], la primera
ecuación fundamental del método simplex se obtiene:

x B b B A x
B N N

� �� �1 1 [4]

Ésta muestra las variables en términos de los recursos y las variables no básicas. Expre-
sando el segundo término del lado derecho de la ecuación [4] como sumatoria e inclu-
yendo las restricciones de no negatividad de la ecuación [3], en la ecuación [4],
tenemos:

x B b B a x
B j j

j N

� � �� �

�
1 1 0 [5]

Ahora, sustituyendo [5] en [1] y reorganizando los términos, la segunda ecuación prin-
cipal del método simplex se obtiene:

Z c B b c B a c x
B B j j j

j N

� � �� �

�
1 1( ) [6]

Las ecuaciones [5] y [6] son fundamentales para el algoritmo simplex. También pro-
veen la información requerida para el análisis económico del plan de producción identi-
ficado como xB.

Las relaciones producto-producto se obtienen derivando la ecuación [5] con respecto a
la variable no básica,

�

�

x

x
B a j N

j

B

j� � ��1 [7]

Ésta muestra los efectos de la sustitución de una variable no básica en una básica. Las
relaciones de producto-factor se obtienen derivando la ecuación [5] con respecto a los
niveles de recursos, b,

�

�

x

b
BB � � �1 [8]

que también se conoce como el producto físico marginal de los recursos. Como se obser-
va en la ecuación [8], la base inversa, B-1, contiene toda la información requerida para el
análisis de sustitución producto – factor y también para el análisis de intercambio entre
productos con información comercial (aquellos en la función objetivo) y aquellos sin
ésta (cuya producción es forzada). El valor marginal de los recursos se obtiene derivan-
do la ecuación [6] con respecto al vector de recursos,

�
�
Z

b
c B

B
� �1 [9]

que también se conocen como los precios sombra o costos de oportunidad de los recursos.
El efecto de las variables no básicas en la función objetivo, se logra derivando la ecua-
ción [6]:
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�
�

Z

x
c c B a j N

j

j B j� � ��1 [10]

En el óptimo � �Z xj/ es negativo para todo j � N. Éste, usualmente se reporta como el
costo reducido de la j-ésima variable no básica y describe el costo marginal de incre-
mentar xj. La alternativa óptima es identificada como las variables no básicas para las
cuales � �Z xj/ = 0. Con el beneficio marginal igual al costo marginal, la variable se toma
en cuenta en el plan de producción. Simultáneamente, el método simplex asigna com-
pletamente el beneficio marginal entre todos los recursos utilizados. La siguiente igual-
dad entonces se mantiene:

c c B a j Bj B j� ��1 [11]

Que, por la ecuación [9] puede ser escrita como:

c
Z

x
a j Nj

j

j� �
�
�

[12]

Esta es una información de mucha importancia ya que representa el nivel más bajo de
desagregación en la interpretación económica inmersa en la teoría de la dualidad. El be-
neficio marginal que una actividad contribuye a la función objetivo, es exactamente
asignado entre todos los recursos utilizados por esa actividad. El método simplex en-
tonces, garantiza que los recursos sean asignados óptimamente y que los precios atri-
buidos a los recursos sean los más eficientes. (Dorfman et ál, 1958, citado por Paredes &
Brodie, 1988).

Al realizar variaciones paramétricas al vector de recursos, b, se proporciona una curva de
demanda para cada uno de los recursos empleados. (Dorfman, 1951, citado por Paredes
& Brodie, 1988). Algunos componentes de b pueden representar requerimientos para
producir ciertos niveles de productos no comerciales; en este caso, a través del análisis
paramétrico de estos componentes se puede obtener su curva de oferta. (Dantzig,
1963).

El análisis paramétrico es una técnica que consiste en hacer variar los valores de b a una
razón �, manteniendo factible la solución. De acuerdo con Gal (1979), Dantzig (1994),
Taha (1998), Hillier & Lieberman (2001), Vanderbei (2001), si bi es reemplazado por bi

+ �i �, para i = 1, 2, …., m, donde �i es un vector de columna de constantes conocidas,
el problema puede ser planteado como:

Maximice Z c xj j
j

n

( )�
�


1

Sujeto a:

a x b i mij j i i
j

n

� �
�
 � � para : , , ....,1 2

1

x j nj � �0 1 2para , , ....,
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El objetivo es identificar la solución óptima en función de �. Con esta formulación, el
valor de la función objetivo Z*(�) siempre tiene la forma lineal por partes y cóncava
como se ve en el gráfico 1. El conjunto de variables básicas en la solución optima se alte-
ra solamente donde la pendiente de Z*(�) cambia.

Los valores de estas varia-
bles varían como una fun-
ción de � entre los cam-
bios de pendiente. La
razón es que al incremen-
tar � se modifica el vector
de recursos en el conjunto
de ecuaciones iníciales lo
cual entonces, causa dife-
rencias en el vector de re-
cursos en el conjunto de
ecuaciones finales. El grá-
fico 1 representa un pro-
blema con tres conjuntos
de variables básicas que
son óptimas para diferen-
tes valores de �: el prime-
ro, para 0 � � � ��; el se-
gundo, para �� � � � �2 y el

tercero, para � � �2. Dentro de cada uno de estos intervalos de �, el valor de Z*(�) varía
con � a pesar de los coeficientes fijos cj porque los valores de xj están cambiando.

Para encontrar el rango en el que la solución se mantiene óptima utilizaremos la formu-
lación propuesta por Dantzig (1997). Asumimos que tenemos una solución óptima, to-
mando el lado derecho de la r-ésima restricción, dado un cambio de dimensión � sobre
el valor del lado derecho actual br. Tenemos que:

b b b er r( ) ( )� �� � � [13]

donde er es la r-ésima columna de la matriz de identidad. Si el valor de � no hace la base
actual infactible, entonces la solución básica revisada seguirá siendo óptima. No obs-
tante, si esta es infactible, esto debe resultar en un cambio de la base que requiere que el
problema sea resuelto de nuevo. El rango de valores de para el lado derecho de la r-ési-
ma restricción, para la cual la base actual queda factible y de esta manera optima, se ob-
tiene asegurando que la solución xB(?) para:

Bx b
B
( ) ( )� �� [14]

Es tal que xB(�)� 0. De [13] y [14] conseguimos:

x B b b B e x b B e
B r r B r r( ) ( ) ( )� � �� � � � � �� � � �1 1 1 [15]
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Gráfico 1. El valor de la función objetivo para una solución op-
tima en función de � en programación lineal paramétrica con
cambios sistemáticos en los parámetros de bi.
Fuente: Hillier & Lieberman (2001)



Donde x*
B es la solución óptima con � = br. Para la factibilidad necesitamos que xB(�) � 0,

así que el rango de � es:

b
x

b
x

r
B i
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r
B i

irir ir

�
�
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�

�

�

�

�

max
( )

min
( )

� ��
�

�0 0
[16]

Donde �ir es elemento de (i, r) de B-1.

Con cambios entre el rango presentado en [16], la base actual B queda óptima; de cual-
quier forma, los valores óptimos de la solución básica óptima [15] cambian y los valores
óptimos de la función objetivo varían de acuerdo a:

Z c x c x b c Be Z b
B B B B r B r r r( ) ( ) ( ) ( )� � � � �� � � � � � �� � � [17]

Donde Z* es el valor actual de la función objetivo primal y ð
* son los precios sombra de

la solución óptima actual.

Usando notación matricial, el valor de la función objetivo se calcularía de la siguiente
forma:
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� � �1 2

1
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[18]

O en sumatoria:

Z w bi i
i

m
� � � �

�

� � �
1

[19]

Donde Z* y w* en la ecuación [19] son los nuevos valores de la función objetivo del pro-
blema primal y dual, respectivamente, � i

� los precios sombra y b i
� los valores del vector

de recursos.

APLICACIONES EN PLANIFICACIÓN FORESTAL p

Para explicar la importancia de la programación lineal y el análisis paramétrico en la pla-
nificación forestal, se utilizará un ejemplo adaptado de Davis & Johnson (1987) que po-
see las características relevantes de la planificación multipropósito. Este muestra el pro-
ceso de planificación cuando se enfrenta el problema de no solo producir bienes
comerciales, sino también se obliga al modelo a producir bienes no comerciales. El bos-
que hipotético está constituido por dos unidades de manejo homogéneas, A y B, que se
quieren poner en un plan de producción de productos madereros en un horizonte de 40
años dividido en 4 periodos de planificación de 10 años cada uno. El modelo de progra-
mación lineal posee una estructura conocida como tipo I (Johnson & Scheurman
1977). La función objetivo [20] busca maximizar el valor presente neto del bosque a
través del horizonte de planificación. Las ecuaciones [21] y [22] muestran la
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participación marginal en volumen de cada unidad de manejo en el plan de producción
y la superficie disponible para llevarlo a cabo respectivamente.

El modelo se encuentra restringido por las ecuaciones [23] y [24] a mantener un volu-
men de madera en pie mínimo de bif al final del horizonte de planificación. El volumen
contenido en la superficie destinada a la conservación de la vida silvestre está incluido
en el inventario final de madera. Se adicionó una restricción de flujo no decreciente
[26] para garantizar el uso sostenible del bosque. Con esta restricción se obliga a que el
volumen cosechado en un período sea mayor o, al menos, igual al del período inmedia-
tamente anterior. Por último, se incorporó una restricción para atender la demanda por
la conservación de la vida silvestre. Ésta [25] obliga al modelo a dejar sin intervención,
desde el inicio del horizonte de planificación, el área representada por bc. En la tabla 1 se
encuentra una representación numérica del problema de planificación expuesto en las
ecuaciones [20] a la [26].

Maximice Z vpm xij ij
j

n

i

m

�
��


11

[20]

Sujeto a

v x vij ij
j

n

i

m

t t
��

 � �
11

[21]

x x Aij i i i
j

n

� � �
�


1

[22]

v x v x I
ijT ij iT i f j

i

m

� � �
�


1

[23]

I b
f if

� [ 24]

x bi c� [25]

� � � ��v v bt t d t1 [26]

Donde:

T : Horizonte de planificación

i : Indicador del área de manejo

j : Indicador de prescripción de cosecha

vt : Variable para contabilizar el volumen cosechado en la unidad de manejo i en
el periodo t.

xij : Hectáreas de la unidad de manejo i asignadas a una prescripción de cosecha j.

vpnij : Contribución marginal neta a la función objetivo de la unidad de manejo i
asignada a una prescripción de cosecha j.
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vij : Volumen de madera cosechada en la unidad de manejo i cuando la prescripción
de cosecha j es implementada.

vijT : Inventario final de madera de la unidad de manejo i cuando la prescripción de
cosecha j es implementada medido al final del horizonte de planificación T.

Ai : Área total disponible para la unidad de manejo i.

If : Variable para contabilizar el inventario final de madera de la unidad de manejo i
asignada a la prescripción de cosecha j.

bif : Inventario final de madera solicitado.

viT : Inventario final de madera del área de la unidad de manejo i dejada en conserva-
ción de la vida silvestre, medido al final del horizonte de planificación T.

xi : Área de la unidad de manejo i destinada a conservación.

bc : Área mínima de la unidad de manejo i solicitada para conservación.

bd : Diferencia mínima entre en flujo de madera de un periodo respecto al anterior.

Utilizando el modelo de programación lineal planteado en las ecuaciones [20] a la [26]
se obtuvo la asignación óptima de la superficie de las unidades de manejo A y B como se
muestra en la ultima fila de la tabla 1. Como se aprecia, toda el área de la unidad de ma-
nejo A se asignó a la conservación de la vida silvestre y a satisfacer la restricción de dejar
un inventario final de madera, mientras que el área de B casi en su totalidad se asignó a
la producción de madera. El volumen producido en cada período alcanzo los 2592.6 m3

y la función objetivo fue de 21.290.9 dólares.

ANÁLISIS PARAMÉTRICO DE LAS RESTRICCIONES DEL MODELO

El análisis paramétrico de las restricciones del modelo de planificación forestal mostra-
do en el ejemplo de la tabla 1, permitió evaluar el efecto de los factores de producción y
los bienes no comerciales en la solución óptima del problema de asignación. El gráfico 2
muestra la curva de demanda de la disponibilidad de bosque de las unidades de manejo
A y B. Estas curvas de demanda significan el costo que representaría adquirir una hectá-
rea más de bosque, con las mismas características de cada una de las unidades de mane-
jo para adicionarla al plan de producción actual. Como se aprecia en el gráfico 1, existe
una diferencia en el valor del bosque de las dos unidades debido al volumen de madera
inicial con que cuenta cada una de ellas.

El efecto que tiene destinar área de la unidad de manejo B para la conservación de la
vida silvestre se aprecia en el gráfico 3 (A), que visualiza la curva de oferta para este
bien. En esta unidad de manejo se pueden llegar a conservar hasta 5.3 hectáreas sin
provocar una disminución en el valor de la función objetivo, como se aprecia en el grá-
fico 3 (B). A partir de esta superficie el costo de destinar una hectárea más, aumenta-
ría considerablemente y se reflejaría en forma simultánea, en la caída de la función
objetivo.
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Otra información importante que se puede obtener del análisis paramétrico es la inci-
dencia de las restricciones ambientales en el plan de producción, como es la de mante-
ner un flujo no decreciente en el tiempo. El gráfico 4 (A) muestra el comportamiento
del costo de esta restricción. Al obligar al modelo a guardar una diferencia mínima entre
el volumen cosechado en un período y el inmediatamente anterior se acarrea un costo
en el plan de producción. Este impacto se representa por la curva en el gráfico 4 (A).

El efecto de cumplir con la restricción de dejar un volumen final de madera en pie se
observa en el gráfico 4 (B). El plan de producción actual considera dejar un volumen en
pie de 3776 m3. Como se ve en el gráfico, cumplir con este implica un costo de 2.13
$/m3, que se descuenta del valor total de la función objetivo.
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CONCLUSIONES

La información económica generada en la solución del problema de programación li-
neal, puede emplearse de muchas maneras. En el ejemplo expuesto, se utilizó esta in-
formación para la evaluación de las restricciones que promueven el manejo sostenible
de los bosques. Con el establecimiento de las restricciones de flujo no decreciente y de
inventario final, se asegura el uso racional de los recursos forestales durante el horizonte
de planificación y se garantiza la permanencia de la base ecológica del bosque.

Por otro lado, se obtuvieron curvas de demanda de la disponibilidad de tierra para las
unidades de manejo forestal evaluadas; de esta manera, se suministra información va-
liosa en cuanto a la participación de cada hectárea de tierra en el plan de producción.
Esta información es muy importante como apoyo a la toma de decisiones acerca del au-
mento del patrimonio forestal en las empresas públicas y privadas.

El análisis de la información económica también puede utilizarse para la valoración de
recursos forestales en programas de conservación de la vida silvestre. En el ejemplo ex-
puesto anteriormente, se obtuvo la curva de oferta para este recurso. Esta información
es de gran valor para agencias públicas y privadas encargadas del desarrollo de políticas
de conservación de recursos naturales. Obtener una curva de oferta para estos recursos,
es el primer paso para establecer un programa de incentivos o pagos por los servicios
prestados por estos recursos. El siguiente paso sería llegar a un consenso como sociedad,
para establecer cuánto estamos dispuestos a pagar por su conservación y de esta manera
tratar de resolver el interrogante planteado inicialmente en este artículo, de cuánto
conservar de los recursos naturales para garantizar la perpetuidad de la base y la diversi-
dad ecológica sin sacrificar el desarrollo y la producción de bienes y servicios que de
ellos se obtiene.

En el actual escenario forestal colombiano es de gran relevancia la revisión e implemen-
tación de herramientas matemáticas en el proceso de planificación forestal a cargo de
los entes oficiales y privados. La construcción de los planes de manejo de recursos fores-
tales, debe enmarcarse en la planificación multipropósito que no solo debe tener en
cuenta la satisfacción de la demanda por productos madereros en el corto plazo sino
también asegurar la permanencia de este negocio en el tiempo. Además, el manejo fo-
restal de los bosques debe atender la demanda por otro tipo de productos y servicios
como la producción de agua, la recreación y la conservación de la vida silvestre, entre los
múltiples beneficios que un bosque genera, así como tener la capacidad de cuantificar-
los económicamente.
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