Mateméticas y estadisticas

Revista Tumbaga, V. 2, N. 10, pp.62-71, junio, 2015
ISSN 1909-4841. Online 2216-118x

Dinamica no lineal del ADN mediante la solucion de la ecuacion de seno
Gordon por el método de la funcion exponencial

Nonlinear dynamics of DNA by solving sine Gordon equation for exponential function
method

Francis Segovia-Chaves' & Oviedo Torres Mauricio'.

Resumen: EI ADN o &cido desoxirribonucleico es una molécula de vital importancia en la biologia debido a
que posee el material genético de todos los organismos y ademas lleva la informacién necesaria para sintetizar
proteinas y cumplir la funcién fundamental en la replicacién celular mediante procesos de desnaturalizacion.
En este trabajo se demuestra que la dinamica del ADN durante procesos de semidesnaturalizacion, conduce
a una dinamica no lineal mediante una ecuacién diferencial parcial hiperbélica de seno Gordon. Haciendo uso
del método de la funcidn exp propuesto por He y Wu en el 2006, discutimos las soluciones tipo solitén para
una, dos y tres ondas. Para ello, solucionamos la ecuacion diferencial no lineal mediante una reduccién a un
sistema de ecuaciones lineales algebraicas para una transformacién adecuada de la funcién de onda
incognita.

Palabras clave: ADN, desnaturalizacidn, ecuacién seno Gordon, métodos funcién exp, soluciones multi-
onda.

Abstract: Deoxyribonucleic acid or DNA is at biology a vital molecule because has the genetic material of
all organisms also leads the information needed to synthesize proteins and plays the key role in cell
replication by denaturation processes. This paper demonstrates the dynamics of DNA during semi-
denaturation processes leads to a nonlinear dynamics using a differential equation, a hyperbolic partial of
sine Gordon. We using the method proposed by He and Wu in 2006 exponential function, we discuss the
type soliton solutions for one, two and three waves. We solve the nonlinear differential equation by reducing
a system of linear algebraic equations for proper processing of the wave function unknown.
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1. INTRODUCCION

EI ADN es un tipo de biopolimero cuya principal caracteristica es el contener las instrucciones genéticas de
cualquier organismo en la naturaleza, pues le permiten su desarrollo y funcionamiento. Una de las
caracteristicas principales de esta molécula es que esta constituida por dos cadenas o bandas formadas
por un elevado nimero de compuestos quimicos llamados nucleétidos. Esta configuracién genera la forma
del ADN en doble hélice, cuya unién entre ambos se debe a que los nucledtidos que contienen adenina se
acoplan siempre con los que tienen timina y los que contienen citosina con los que contienen guanina. A
estas uniones se les denomina puentes de hidrégeno. EI ADN presenta propiedades fisicas como la
temperatura, presion, viscosidad (Salas A. & Castillo J., 2012), junto con las investigaciones adelantadas
sobre la dinamica de esta molécula como la desnaturalizacion del ADN para altas temperaturas (Sturtevant,
1958; Takeno, 1983; Calvo, 2005), proporcionan informacion relacionada con las consecuencias que trae
el rompimiento de los puentes de hidrégeno por cambios en las condiciones fisicas. En particular, en un
estado abierto es posible encontrar excitaciones soliténicas (Englander, 1980; Polozov, 1988) las cuales
pueden llegar a estar vinculados a potenciales efectivos (Yakushevich, 2001) y vibraciones longitudinales
(Xiao, 1987).

En la actualidad, existen diferentes métodos para hallar las soluciones de ecuaciones diferenciales no
lineales, entre los mas conocidos tenemos la transformacion de Backlund, soluciones de ondas viajeras, el
de dispersidn inversa y el método de separacion de variables (Drazin, 1996; Pierson, 1992; Gardner, 1967;
Burstev, 1987). En el 2006 surge un nuevo método de solucion para ecuaciones diferenciales parciales no
lineales de la fisica matematica, denominado método de la funcién exp (He, 2006). Este método ha sido
ampliamente utilizado por muchos autores para obtener soluciones de ondas viajeras y no viajeras, como
también soluciones periddicas de ecuaciones de onda no lineales. En el presente trabajo, siguiendo los
lineamientos para la solucién de ecuaciones diferenciales no lineales de He, estudiaremos la dinamica del
ADN. Sin embargo, debemos tener en cuenta que trabajos pioneros para describir los modelos no lineales
sobre la dinamica del ADN son discutidos usando la ecuacién no lineal de Klein-Gordon (Scott, 1969), pero
pretendemos realizar un analisis particular al considerar un rompimiento de los puentes de hidrégeno
teniendo los extremos fijos, los cuales generan soluciones solitdnicas de la ecuacion seno Gordon mediante
el método de la funcién exponencial. Tal método lo consideramos de gran importancia pues se logra obtener
soluciones para n ondas. Generalmente las ondas de gran amplitud tienden a ser ondas no lineales y no
cumplen el principio de superposicion lineal, centrando la atencién en un problema de dispersion. Los
efectos combinados de un problema no lineal y de dispersién, son analizados en la dindmica del ADN
siendo este un problema de ondas solitarias. Si bien, el ADN esta inmerso en sustancias con propiedades
de viscosidad, generando un analisis no lineal a la ecuacion perturbada como lo proponen Salas A. (2012),
es posible en primera aproximacion, el considerar que las propiedades disipativos se pueden descartar
debido a que tanto la solucion no lineal perturbada y no perturbada generan soluciones casi idénticas en el
ADN.

2. MATERIALES Y METODOS

El presente trabajo se encuentra esencialmente dividido en dos partes: En la primera, se hace una
introduccién a la ecuacion de seno Gordon (sG) para el modelo del ADN. Consideramos una cadena de n
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péndulos acoplados para luego hacer la aproximacion al continuo, es decir, si el nimero de péndulos
aumenta y la distancia de separacion entre ellos disminuye, propiedad esencial ya que el tamafio del ADN
es muy pequefio con lo cual logramos deducir la ecuacién sG no perturbada. En la segunda parte,
solucionamos la ecuacion sG no perturbada sin tener en cuenta funciones de disipacion de Rayleigh.
Siguiendo el método de la funcién exp propuesto por S. Zhang et. al (2013), solucionamos la ecuacion sG,
obteniendo soluciones multionda que permiten describir la dinamica de las soluciones.

2.1 Ecuacién de seno Gordon (sG) en un conjunto de péndulos acoplados como modelo del
ADN.

Consideramos la molécula como un sistema que contiene muchos atomos y grados de libertad. Para este
modelo se plantea escoger el estado del ADN como un estado abierto en un proceso de desnaturalizacion
donde los puentes de hidrégeno entre las bases estan rotos. Por lo tanto, tenemos al ADN como un modelo
donde las bases de los extremos estan fijos y la estructura del esqueleto azlcar-fosfato es una cadena de
osciladores acoplados y las bases son péndulos idénticos de longitud [, masa my separados a una distancia
d como se observan en la figura 1. El angulo de rotacién de cada uno de los péndulos se describe por la
variable ¢ (sabiendo que el angulo de rotacion entre cada base en el ADN es aproximadamente 36°, donde
seria el estado cerrado antes de la desnaturalizacién o estado abierto). Imponemos la condicién de que los
extremos de los péndulos son fijos, es decir, las bases extremas estan fijas. La situacién de energia minima
es la de todos los péndulos abajo, o sea, su estado cerrado.

Figura 1. Representacion de un conjunto de n péndulos idénticos de longitud [, masa m y separados a
una distancia d.

El lagrangiano del sistema para el conjunto de péndulos acoplados viene dado por la suma de la energia
cinética y potencial gravitatoria
1 . 1
L =-ml> ¥ 9% —mgl X5 (1 = Cosgy) — S K X1 (piva — @) (1)
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En la ecuacion (1), K es la constante de deformacion del esqueleto azucar-fosfato y g es la aceleracién de
la gravedad. De acuerdo con las ecuaciones de Lagrange

i Gi) ~5m =0 2

Al reemplazar en (2) el lagrangiano dado por (1), obtendremos las ecuaciones de movimiento del sistema:

+1 - 2 +1 2 +1
?:0 @Y = —wy Z?:o Seng; —wj Z?:o (@i — ®iv1) (3)
En la anterior ecuacion hemos definido las constantes:
2_4 2 - K
a)l - 1 y (I)O mlz (4)

Como los extremos del sistema de péndulos son fijos, esto implica que la sumatoria va desde i=1 hasta i=n.
Segun lo anterior, la ecuacion (3) puede reescribirse de la siguiente forma:

Yia{@; + wiSengi+wi[(@; — @i41) + (@i — )]} =0 (9)

La velocidad de la onda sobre el esqueleto azlcar-fosfato viene dada por p”? = v2. Ahora realizamos una

aproximacion al continuo, esto es, al considerar que tenemos un numero muy grande de n péndulos, la
distancia d de separacion entre ellos se hace muy pequefia. Es valida la siguiente aproximacion:

62
(@ir1 = 9) = (@i — Qi) = d* -5 (6)

Al reemplazar la ecuacion (6) en (5), obtenemos:

%¢ %¢
m—v2m+wf5en<p =0 (7)

Realizamos un cambio de variable para escribir la ecuacion (7) de forma adimensional:

z=%x y T=w;t (8)
Al efectuar las primeras y segundas derivadas de la ecuacion (8), y reemplazar en la ecuacion (7) finalmente
se obtiene:

%@ 9%¢
o oz T Sene @)

La ecuacién (9) se denomina ecuacion de seno Gordon (sG), ecuacion que se resolveremos a continuacion.

2.2 Solucion de la ecuacion sG por el método generalizado de la funcién exponencial

Consideremos la transformacién de la forma
o(t,Z) = 4arctany(t, Z) (10)
Las segundas derivadas de la ecuacion (10), respecto a Ty Z son:

CZ,ZT?: —8Sen Ggo) Cos? qu) (%)2 +4Cosz(%<p) 327121; (1)
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1

(;27(5 = —8Sen G(p) Cos® (Z<p) (Z—Z) + 4C052( (p) azz (12)

Teniendo en cuenta que:

4¢(1_¢2) (13)

2 (1 _
cos (4('0) zp2+1 y sen(e) = Y2+1)2

Reemplazamos en la ecuacién (9) las derivadas dadas por las ecuaciones (11) y (12), junto con las
relaciones dadas por la ecuacion (13) obtenemos:

%y %Y % Y 20 2 3 _
(5 —Z‘P(a) Y2l -y azz+‘/’ Yo =0 (14)

La solucion de la ecuacion (14) por el método generalizado de la funcién exp permitira obtener la solucion
de la ecuacion sG. Para ello debe tenerse en cuenta que en general una ecuacién diferencial no lineal de
dos variables z y 7, puede representarse como:

P, Y1, 5 gy Wirs Wazs ) = 0 (15)

Donde P es un polinomio de vy y sus derivadas. El método de la funcién exp se fundamenta en obtener la
solucion de n ondas asumiendo soluciones de la forma:

_ lN o Haiz.iy ezg:ligsg
Y(1,2) = (16)

Z 1]5
2 v Ditjzin€ 97199

Donde &5 = kyZ + ¢4T + wy, siendo w, una constante; a; ;, iy ¥ by, j,...j SON constantes que deben
ser determinadas. Ahora presentamos diferentes casos de soluciones a través de la ecuacion (16).

Solucién para n=1
Para el caso de una onda se expande (16), obtendremos asi una solucién de (14) de la forma:

_ alefl
Y(©2) = 1+b, €51

(17)

Donde &é; = k{Z + c¢;7 + w,. Efectuamos las primeras y segundas derivadas de la ecuacion (17):

61[1 _ alklesl ﬂ _ alclefl E)Z_lp _ alclzegl(l—blefl) (18)

9z~ (1+p,e§1)2’ a9t (1+b,ef1)2’  ar2 (1+b,€%1)3

Reemplazamos en la ecuacion (14), las ecuaciones dadas por (18)

€% (a;c? —ak? —a;) + €%1(a b c? — a;bik? — 4asby) + €381 (—a b?c? —adc? + alk? —
6a,;b?) + €41 (—a;b3c? + a;b3k? — alb,c? + alb,k? — 4a;b3 + 2a3b;) + €5%1(—a;bf +
32) —
a3b?) = 0 (19)

Igualando a cero cada uno de los coeficientes ©3%i de la ecuacion (19), obtendremos un sistema de
ecuaciones para a;, by, ¢; Y k, cuyas soluciones vienen dadas por:

Clzi’klz_l y b1:0 (20)

Determinamos asi la solucién de la ecuacion diferencial (14) por el método generalizado de la funcién exp.
Especial interés en nuestro caso es la solucidén de la ecuacion sG (9), ya que al tener en cuenta los
resultados dados por la ecuacién (20) y reemplazarlos en la ecuacion (17), hallamos la solucion para una
onda:
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2_
o(1,Z) = 4arctan <aleklzi\J fa 1T+w1> (21)

Solucién para n=2
Siguiendo el mismo procedimiento para una onda, en el caso de n=2, expandimos (16) en la forma,

aloefl +a01e$2

Y 2) = eah (22)
En la ecuacion (22), los coeficientes &; y &, vienen dados por:
S =kiZ+cgt+w V& =k Z 401+ wy (23)

Efectuamos las segundas derivadas de (22) y reemplazamos en (14); luego al igualar potencias
obtendremos un sistema de ecuaciones con coeficientes a determinar by, ¢1 Y ¢,. Después de efectuar las
operaciones algebraicas se obtienen las siguientes soluciones:

== /k12 -1, =% k22 -1 by = a10a01M12 (24)

En la ecuacion (24), el coeficiente M, se encuentran determinados de la siguiente manera:

_ (k1—k2)2—(01—62)2
M12 - (k1+k3)%=(c1+c3)? (25)
Segun lo anterior, la solucion de la ecuacién sG para dos ondas viene es:

2 2
k1Z+ k1" —-1t+w koZ+ k" —1t+w
a10€ 1 1 1+301e 2 2 2

©(t,Z) = 4arctan (26)
1+a10a01M12eklzi\/klz—lt+m1+k221\/k22—1‘c+co2
Solucién para n=3
En este caso, la solucion propuesta es de la forma:
W= a100€%1+0010€52+ag0; €53 +ay,,€51142%83 (27)
14b110€51%82+b,(1€511$3 4 by ,©52183

Donde & =kiZ + 1T+ wq, & =k Z + o1+ w, ¥ & = k3Z + c3T + w3. Las constantes a
determinar vienen dadas por:

Clzi’klz—l,CZZi’kZZ—l, C3=i’k32—1 (28)
bi110 = 1004010412, D101 = Q1000001413 (29)
b1o1 = a100a001413, bo11 = A010Q001423 (30)
bo11 = A010@001423, Q111 = Q1000001 2010412413423 (31)
Hemos definido:
I N2 (e 2
Gl el Giald I S P P (32)

U (ki+kj)2—(ci+6j)2 ’

En definitiva, la solucién de la ecuacion sG para n=3 se encuentra determinada por:

- a100€%1+2010€%2+ag1 €83 +ay,, €51 +52+83
oy, Z)'4arCtan( 14+b; 1085152 1b1g, €%17E +bgy, G827 62 (33)

Presentamos a continuacion los resultados obtenidos anteriormente, para ello hacemos uso del software
Mathematica.
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3. RESULTADOS

Para el caso de una sola onda (n=1) escogiendo el signo positivo en la solucion de la ecuacion sG (21),
cualitativamente se obtiene la solucién de una onda soliténicas tipo kink. Comparando esta solucién con
los resultados obtenidos por Salas y Castillo (2012), se observa un comportamiento cualitativo sin gran
diferencia con el reportado; por lo tanto, la ecuacion diferencial perturbada del seno Gordon en el caso del
medio donde esta inmerso el ADN no afecta considerablemente el movimiento. Lo anterior claramente se
puede apreciar en la figura 2.

Figura 2. Evolucién espacial de la solucién de la ecuacion sG para n=1. Se eligieron los parametros a; =
1,ky =1y w; =0, (Zhang, 2013)

En el caso de dos ondas (n=2), en la figura 3 presentamos los perfiles de evolucién de la solucion de la
ecuacién sG dada por la ecuacion (26) a medida que el tiempo aumenta. La interaccion entre los solitones
kink para diferentes tiempos y sus propiedades asintéticas en diferentes posiciones Z se representan en la
figura 4.

Figura 3. Evolucion de la solucion dada por la ecuacién (26), con aig = —2,a91 = 3, k1 = 2,k, =
—3,w1 = 0y w, = 0. La curva de linea continua corresponde a t=-5, la curva a trazos delgados es para
=0y la curva a trazos gruesos para t=5
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Figura 4. Evolucién espacial de la solucion de dos ondas (33) para a;9 = —2,a91 =3, k1 =2,k, =
_3,(4)1 = Oy(l)z =0

En la figura 5, representamos la evolucion espacial de la solucion para tres ondas dada por la ecuacion (33).

Figura 5. Evolucién espacial de la solucién de tres ondas para la ecuacién (33) con a,99 = —2, @g10 =

5,a001 = _3,k1 = 2,k2 = _2,k3 =% ,0)1 = 0,(1)2 = O,y(l)3 = 0

4. CONCLUSIONES

En el presente trabajo logramos representar las soluciones multionda de la ecuacion diferencial del seno
Gordon mediante el método de la funcién exp. Dicha ecuacién se obtiene tomando el ADN como un modelo
de n péndulos acoplados donde cada uno representa las bases, la varilla el esqueleto azlcar-fosfato y el
sistema se encuentra en un estado abierto donde podria ser un proceso de desnaturalizacion. Las
soluciones pueden ser comparadas con las reportadas en la literatura cientifica para solitones kink y
antikink, tales soluciones podrian generarse por la dinamica presente en los procesos de replicacion de
esta molécula. Encontramos que tanto una solucién con la ecuacion diferencial perturbada y no perturbada
no presenta una diferencia considerable. Las constantes presentes en la solucidn solo realizan efecto de
un corrimiento o estiramiento del frente de onda. Por Ultimo, es de notar que el método de la funcién
exponencial permite aplicarse a otros tipos de ecuaciones diferenciales, presentes en la fisica matematica.
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