La problematica del ajuste en la etapa
de la calibracion

A.G. GONZALEZ, ANA SAYAGO y AGUSTIN G. ASUERO

Departamento de Quimica Analitica, Facultad de Farmacia,
Universidad de Sevilla

Resumen

En este trabajo se pasa revista a los factores que influyen en ¢l proceso de calibrado en el
andlisis quimico. Los postulados en los que se basa la aplicacion del método de los mini-
mos cuadrados, la bondad del ajuste del modelo empleado y el andlisis de residuales son
objeto de consideracion. Este ultimo tépico constituye una poderosa herramienta que
permite comprobar las suposiciones en las que se basa el modelo y adoptar decisiones con
respecto a la independencia u homogeneidad (homocedasticidad) de los datos. En casos
de varianza no uniforme (heterocedasticidad) se procede a la ponderacion, o a la transfor-
maci6n de los datos, en su caso. Se analizan también estrategias a aplicar en situaciones
mds complejas tales como curvas de calibracién no lineales con varianza no uniforme. Por

ultimo, se considera el uso de funciones racionales y ajuste por funciones splines.

Abstract

The factors, which exert an influence over the calibration process in chemical analysis,
are subject of consideration. The postulates in which the least squares method are based,;
the goodness-of-fit of the model and the residual analysis are subject of study. This last
topic is a powerful tool, which allows checking the assumptions assumed, as well as taking
decisions concerning data independence or homogeneity (homocedasticity). When the
variance is non-uniform (heterocedasticity), data are either weighted or a transformation
is carried out. The strategies to be applied in more complex cases such as non-linear cali-
bration curves with non-uniform variance are also analysed. Finally, the use of rational or
spline functions are considered.

Palabras clave: calibracion, andlisis quimico, varianzas uniforme y no uniforme, curvas de
calibrado no lineales.
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INTRODUCCION

El calibrado, tal como lo define Sharafy col. (1980), es esencialmente un proceso mediante
el cual, la respuesta de un sistema de medida (sefial analitica) puede expresarse en términos
de una cualidad o cantidad de interés (concentracion de analito). De manera matematica,
podemos asimilarlo a una funcién y = f(x) donde y es la respuesta analitica correspondiente
ala concentracion x. El aspecto de mayor interés analitico consiste en encontrar la forma de
esa funcién de respuesta. En el andlisis tradicional por métodos quimicos como la volume-
tria y gravimetria, la cantidad de analito est4 relacionada linealmente con el volumen del
agente valorante o con el peso de la forma de pesada que constituyen un modelo lineal de
respuesta

(I)  x = F (factor gravimétrico) - y (peso de la forma de pesada)
(2)  x = N (normalidad) - Peso equivalente - y (Volumen de valorante)

Pero, es en andlisis instrumental donde mds se emplea la nocién de funcién de respues-
ta, existiendo en algunos casos relaciones tedricas (Agtenderbos, 1979; Penninckx y
col., 1996; Kleijburg y Pijpers, 1985; Wagenaar y col., 1974; Andrews y Jowett, 1982;
O’Connell y col., 1990) que permiten pronosticar ésta (Tabla 1). Sin embargo, en otras
muchas situaciones, la funcién de respuesta ha de establecerse empiricamente midien-
do problemas ficticios, esto cs, utilizando disoluciones patrones (diferentes concentra-
ciones conocidas de analito presentes en la misma matriz). Bajo tales condiciones, la se-
fial instrumental estd definida por la cantidad de analito y el ruido de fondo.

Tabla 1. Funciones de respuesta empleadas en analisis instrumental

Funcién de respuesta Nombre Técnica (ejemplos)
y=A+Bx Ley de Beer Espectroscopia de
y=A+ Blogx Nernst absorcion
y=AxP Scheibe-Lomakin | Electroquimica
y=A+Bx+Cx? Wagenaar y col. Espectroscopia emision
y=A+B[l-exp(-C Andrews y col. Absorcién atémica
A )L)}) Rodbard “ N
y=——5+D Radioimmunoensayo
1+ [ij
C

De los modelos matematicos empleados para determinar la funcién de respuesta, el li-
neal es el més sencillo, mas estudiado y facil de tratar. Muchas funciones de respuesta
presentan zonas lineales generalmente a bajas concentraciones de analito y otras donde
aparece curvatura, ¢ incluso, a veces, regiones donde la senal de respuesta es indepen-
diente (Mc Dowell, 1981) de la concentracién de analito. El analista estd interesado en
la porcién de la funcion de respuesta donde la variacion de la senal instrumental con la
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concentracién de analito contiene informacién util. El segmento de funcién de res-
puesta con interés analitico para establecer el calibrado y determinar el contenido de
analito en una muestra desconocida recibe el nombre de curva de calibrado, estimandose,
a partir de ella, la concentracién desconocida por interpolacién (método de patrones exter-
nos). Cualquier extrapolacién puede conducir a resultados sometidos a grandes errores.

Como ya hemos indicado, si la porcién de la curva de calibrado es lineal (recta de cali-
brado), tanto mejor. En casos de respuestas no lineales es comun efectuar transforma-
ciones para linealizarlas (Carroll y Rupert, 1988). El ajuste de los modelos mateméticos
alos datos de la calibracién (Cuadros-Rodriguez y col., 2001) para establecer la curva de
calibrado es una tarea que puede, hoy dia, llevar a cabo el analista de manera sistemati-
ca, sin olvidar la rigurosidad. En lo que sigue trataremos el ajuste del modelo de la cali-
bracién a los datos cuando la sefial responde a un solo analito y el error se asocia a la va-
riable x. El andlisis multicomponente, aunque también es tratable por el método de
patrones externos, quizds sea mds logico abordarlo desde las perspectivas del método de la
adicién estdndar generalizada (Jochum y col., 1981; Herrero y col., 1994) y no serd tratado
aqui, al igual que la calibracién en aquellos casos en que en ambas variables x ¢ y estdn suje-
tas a error (Ripley and Thompson, 1987; Gonzdlez y Asuero, 1993).

METODO DE LOS MiNIMOS CUADRADOS

La técnica mds usual para establecer una curva de calibrado por ajuste de puntos es la de los
minimos cuadrados, pero para poder aplicarla justificadamente deben de cumplirse, entre
otros (Agterdenbos, 1979; Sayago y col., 2004) tres requisitos fundamentales: i) Que la va-
riable x se encuentre exenta de error. ii) Que el error g; asociado a la variable y, se encuentre
normalmente distribuido con media cero y varianza 62 ; N(0, 62). iii) Que la desviacién ob-
servada en los valores de y para un valor fijo de x (replicaciones) permanezca constante en
todo el intervalo de concentraciones. (Postulado de la uniformidad de la varianza u
homocedasticidad).

En calibracién, la concentracién de analito se conoce, dentro de unos mérgenes, con
gran exactitud y precisién y, por lo tanto, podemos admitir que (i) se cumple. Muchos
analistas dan por supuesto que la condicién (ii) de normalidad se cumple y raras veces
lo comprueban. Sin embargo, Clancey (1947), ya en la década de lo 40, examiné 250
distribuciones basadas en 50.000 andlisis quimicos y encontré que menos de un 15% de
aquellos podian considerarse normales con el propésito de aplicar las técnicas estadisti-
cas comunes. Esto nos recuerda la sentencia socarrona de Schmitt (1969) de que “La
distribucién normal es la menos normal de las distribuciones”.

Los analistas han prestado mucha mds atencion al postulado de homocedasticidad (ii1). En
situaciones de varianza no constante (heterocedasticidad), la técnica de los minimos cua-
drados atn puede emplearse, pero utilizando factores de ponderacién (Gort y Hoogerbrug-
ge, 1995; Desimoni, 1999). Garden y col. (1980) y Schwartz (1979) han considerado el pro-

blema de la varianza no uniforme en la construccién de curvas de calibrado.
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Comenzaremos por estudiar el modelo de ajuste mas sencillo —y aplicado— que el ana-
lista puede ensayar: El lineal. Supongamos que entre dos variables existe (Hunter,
1981) la relacion lineal

B) m=B,+B,&

donde B,y B; son los valores de la ordenada en el origen y la pendiente de la recta, yn y €, los
valores verdaderos desconocidos de la respuesta analitica y la concentracion de analito cali-
brado, relacionados con los valores experimentales segin

(4) m=y+e E=x+Ar
siendo € y A una medida del error aleatorio asociado a nuestro intento de medir n y €.

Una vez establecido el control de calidad en el proceso de medida, los errores tipo
“blunder”, pérdidas no aleatorias de control y errores sistemdticos (Blanco y Cerdd,
1988) no se contemplan Afortunadamente, como ya hemos indicado, la medida de la
concentracion del analito puede con51derarse exenta de error (i) y, por tanto, A = () o me-
jor A €, con lo cual el modelo por ajustar seria

(5)  y =By +B x; +e,

Por otra parte, si aceptamos la distribucién normal del error en lay; (i1), la funcién de dis-
tribucién de un valor cualquiera y; alrededor del valor verdadero vendra dada por la campa-
na de Gauss

© o= *”“”"VJ

1
ex
o,V 1n P( 20
La distribucién conjunta independientemente de todos los valores de y serd

_()’i_n,)zj

1
(7)  o(y,)=Tdy,) e \/—CXP( 202

puesto que

(8) €] Z()’l—ni)z

y si existe homocedasticidad (iii)

9) o

—

=02 =...=G*

[

con lo cual

1 1 g2
(10)  d(y)=———=—=cxp| — ( D
=— T P[ 2

Nos interesa ajustar el modelo a los datos, de manera que la distribucién conjunta tome
un valor mdximo, es decir, se desvie lo minimo de los valores verdaderos. Para ello basta
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con que Z €2 seca minimo. Desgraciadamente, trabajamos con una muestra de tamao
finito y desconocemos los valores de By, B, 1;, por lo que debemos contentarnos con sus
estimaciones by, by, y;. De este modo, en lugar de hacer minima la suma Z 2, debe hacerse
minima la cantidad z (y,=7.)?2 :Z r2. Al ntimero r,, diferencia entre el dato experimen-
tal y; v el valor estimado y ,, s le llama residual y, para nuestros propésitos, debera distribuir-
se tal como g,. As{ pues, como

(11) Q:Z()’i _bo _b1 x,)?
de la condicion necesaria de minimo

my Ry 2
ob,  ob,

obtenemos las ecuaciones normales de la regresion lineal, de las que se calcula facil-
mente los estimadores

2, =0y, -7)
Z(X,v—i)z

(14) b, =y-b %

(13) b =

BONDAD DEL AJUSTE

Sin embargo, las cosas no siempre son tan sencillas. A veces, los datos se acomodan aparen-
temente a una linea recta cuando en la realidad adolecen de curvatura. El ojo humano reco-
noce con mucha mas facilidad que cualquier téenica de procesado matemidtico la presencia
de conductas diferentes entre grupos de puntos en una gran cantidad de casos. Por ello, la
representacion grafica de la funcién de respuesta es un paso esencial para detectar curvatu-
ras. De todos modos, la bondad del ajuste debe confrontarse con algtin procedimiento ma-
temdtico. Los analistas, para estimar la bondad del ajuste han utilizado demasiado a menu-
do ¢l coeficiente de correlacion r definido por

Z(Xi_i)(yz‘_y)
(15) r=
\/Z(xi_)?)z Z(yi_y)z

estando los valores de r comprendidos (Koch, 1984) entre -1y +1.

Sin embargo, el empleo tan difundido del coeficiente de correlacion ha sido nefasto, de-
bido al poco valor real de este pardmetro para detectar curvatura (AMC, 1988; Thomp-
son, 1990; Asuero y col., 2006). Como indica Hunter (1981), en la teoria estadistica, la
correlacién es la medida de la asociacién entre dos variables aleatorias pero, en nuestro
caso, &y 1 estan funcionalmente relacionados. Correlacion, en su sentido matemético-es-
tadistico no existe, y los valores de r préximos a +1 o —1 proporcionan un ambiente de res-
petabilidad, pero no mucho mds. Las curvas de calibrado analiticas dan a menudo un valor
muy préximo a r = 1,000 aunque haya diferencia significativa entre los puntos de la lineali-
dad. Generalmente, se considera que 100 r? proporciona una estimacion del % de variacién
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de los puntos experimentales a la linealidad (Kvilseth, 1985). Asi, un valor de r = 0.980 in-
dica que el 96% de la variacion estd explicado por el modelo, pero debemos recordar, sin
embargo, que ese 4% restante de la variacién no explicada podria concentrarse en una pe-
quenia porcion de la curva. En consecuencia, el coeficiente de correlacion es un medio poco
sensible para estimar la calidad del ajuste de una recta de calibrado, y su uso discriminado
puede conducir a conclusiones erréneas.

Algunos analistas utilizan ensayos estadisticos para saber si el coeficiente de correlacién
es significativo, como el ¢ de Student (Miller and Miller, 2000)

_\r\Jn—Z
(16) t—ﬁ

o la transformacion de Fischer (Akhnazarova y Kafarov, 1982)

1+
(17) zz%lnl !

-

pero no por ello se conjura el peligro, pues pueden indicar correlacién cuando no la hay.
Mis interesante es el andlisis de la varianza del ajuste (Sharafy col., 1986; Aknazarova y
Kafarov, 1982; AMC, 1994), calculando la varianza debida al modelo y la varianza resi-
dual. Se puede aplicar el criterio F para ensayar la bondad del ajuste. En el caso de una
recta sin error I = coy en el caso de independencia entre y y x, ' = 0. Sin embargo, este en-
sayo por si mismo no es evidencia (Sharaf, 1986) de que el modelo sea el adecuado.

ANALISIS DE RESIDUALES

El analista necesita, pues, algunos medios, para comprobar si las suposiciones 1i y iii se cum-
plen, asi como para asegurarse de que el modelo escogido es el que mejor se ajusta a los da-
tos experimentales. Para ello cuenta con una herramienta muy vélida, el andlisis de residua-
les (Draper y Smith, 1998; Meloun y col., 2002). Si estudiamos el comportamiento de los
residuales después de haber obtenido la recta de regresion lineal y representamos tales resi-
duales frente a los valores de x, pueden observarse cuatro situaciones (Belloto y Sokoloski,

1985) (figura 1).

El comportamiento I indica que el modelo utilizado era el adecuado y los residuales se
han distribuido a lo largo del intervalo de medida con media cero y desviacién constan-
te. El comportamiento II aparece cuando la ecuacién utilizada para el ajuste no es la
adecuada y podria necesitar probablemente, términos de orden superior para el ajuste
completo. La situacion 111 es tipica cuando no existe uniformidad en la varianza de y. El
sistema es heteroceddstico, y la dispersién disminuye con x, como indica la figura, aunque
también podria aumentar o tomar la forma de una pajarita. El comportamiento IV se refie-
re a una situacién en la que los errores dependen de alguna variable que atn no ha sido des-
cubierta, vulnerando la suposicién de independencia del error. Para corregir esta tendencia
deben considerarse otras variables que tdcitamente pudieran intervenir en el proceso. De
todos modos, a veces, las situaciones reales no son tan claras como las que idealmente se
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Figura 1. Representacion de los residuales frente a valores de la variable

muestran en la figura. El comportamiento I ya hemos dicho que corresponde al caso de un
ajuste perfecto en que los residuales se distribuyen segtin N(0, 2).

Para examinar matemdticamente si los residuales se distribuyen como hemos supuesto
existen numerosos ensayos. Los mds sencillos consisten en representar la curva de fre-
cuencia acumulativa (%) frente al valor del residual, que da la familiar curva en forma
de S o unarectassi se traza sobre papel de probabilidad normal (Miller y Miller, 2000; Shapi-
ro, 1990). Métodos mas especificos son el de Kolmogorof-Smirmov (Miller y Miller, 2000;
Katemany Pijpers, 1993), el de Bowman y Shenton de los pardmetros de simetria y kurtosis
(Bowman y Shenton, 1975) y el de Anderson-Darling (Pettit, 1977) de los percentiles. Un
test no paramétrico muy util para comprobar silos residuales se ajustan bien a las suposicio-
nes de una distribucién al azar, y que se usa mucho para detectar curvaturas en rectas de ca-
librados, es el de Wald-Wolfowitz (Miller y Miller, 2000). Se define “ristra” (run en la litera-
tura anglosajona) como cada secuencia de signos distintos que aparecen separados cuando
sc observa el signo de los residuales a valores crecientes de x (Thompson, 1982). Asi, en la si-
guiente serie de residuales: ++ + +------ ++ hay tres ristras. Evidentemente, si existe una
secuencia no aleatoria de signos + y - aparecerd un nimero menor de ristras que en el caso
de distribucién aleatoria (o en algin caso, mucho mayor, como sucede en las variaciones
sistemdticas periodicas).

El ensayo anterior nos indica si los residuales se distribuyen al azar. No obstante, puede
ser que aunque su distribucion sea aleatoria, no sca normal. Ya hemos indicado que mu-
chos experimentos conducen a distribuciones no normales del error. Los estudios Mon-
te-Carlo indican que el estimador de centralizacién en minimos cuadrados, la media, es
uno de los mas pobres estimadores frente a la variedad de distribuciones de error dife-
rentes a la normal (Staudte y Sheather, 1990; Rousseeuw, 1991). La puesta a punto de
los estimadores de minimos cuadrados cuando se viola la imposicién de normalidad ba-
sados en estadisticas robustas es de una gran importancia (Rousseeuw, 1991; Walczak y
Massart, 1998; Massart y col., 1986; Danzar, 1989; Thompson, 1989). Un estimador se
llama robusto (Rousseeuw, 1991) cuando es insensible a desviaciones suaves de las su-
posiciones establecidas, y solo es ligeramente ineficiente relativo a los minimos

13 Revista Tumbaga (2006), 1, 107-128



A.G. Gonzélez, Ana Sayago y Agustin G. Asuero

cuadrados cuando las suposiciones se cumplen. Asi, los métodos robustos proporcionan
proteccion frente a las distribuciones no normales y son ademas resistentes a la presen-
cia de resultados sospechosos (outliers en la literatura anglosajona) en los datos (Walczak
y Massart, 1998).

Sidespués de haber ajustado nuestro modelo a los datos observamos una distribucién
de los residuales como en el caso I1I nos encontramos ante una violacién del postulado
de homocedasticidad. En tales casos, la aplicacién directa de la técnica convencional de
los minimos cuadrados puede conducir a conclusiones errdticas (Draper and Smith,

1998).

Es por ello que se reconoce en la literatura quimica que usualmente la varianza no es
constante en andlisis quimico (Gardeny col., 1980). Como indica Schwarz (1979), aun-
que la suposicién de homocedasticidad es vdlida para muchos procesos analiticos, hay
algunas tipicamente heteroceddsticas, que incluyen todos los métodos basados en las
medidas de cuentas, asi como los métodos fotométricos y cromatogréficos en ciertos
casos. Efectivamente, en determinadas ocasiones, la heterocedasticidad puede apare-
cer en cualquier método analitico, como en espectrofotometria de absorcién y voltame-
tria de redisolucién anddica, cromatografia, clectroforesis capilar (Baumann y Witzig,
1995), espectroscopia de plasma acoplado por induccién (Ketkar y Bzik, 2000), y otros.

Una vez hemos observado dicha tendencia en los residuales, se comprueba la heteroce-
dasticidad (a la vez que se soslaya) mediante replicado de los valores de para un valor
dado de x. Los ensayos de Barlett o Cochran (Akhnazarova y Kaaroy, 1982; Sayago and
Asuero, 2004; UNE 82009-2, 1999), son suficientemente rigurosos.

INDEPENDENCIA

Analicemos ahora la situacién correspondiente al caso IV en la que se observa una tenden-
cia de los residuales cuya causa es la dependencia de una variable atin no analizada. Se trata
de una situacién que por su curiosidad e importancia vamos a aclarar con un ejemplo.
Cuando se estudia la solubilidad del Diazepan en propilenglicol (Belloto y Sokoloski,
1985), la relacién obtenida entre la concentracién y la absorbancia (ley de Beer) fue:
C =-0,034084 + 0,117424 A (r = 0,999). Sin embargo, al representar los residuales respec-
to al orden numérico en que cada muestra fue medida, se observa una situacion tipica del
caso IV. Sial representar los residuales frente a una variable considerada o no, se observa una
tendencia como ésta, debe sospecharse la dependencia de una variable oculta o no, relacio-
nada con las anteriores. En el caso del Diazepam, esta representacion sugiere que los errores
no son independientes, pudiendo estar relacionados con el tiempo de alguna manera des-
conocida, ya que los residuales parecen ser funcién del orden de las medidas. Si el tiempo se
incluye en el modelo, se obtiene la ecuacion C = -0,071217 + 0,118201 A + 0,0003625566
t (r = 1,00). Los residuales asi obtenidos representados frente a la variable tiempo siguen
una representacion tipica de adecuacién al modelo como el caso L.

Gracias al analisis de residuales se detecta la influencia de la variable tiempo que de
otro modo hubiese pasado inadvertida. Un modelo residual dependiente del tiempo,
como el que hemos visto, puede indicar que se estd produciendo una seria
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contaminacién, o que la fuente de luz decae con el tiempo. El modelo residual indica
que existe una variable dependiente del tiempo, pero no indica por qué existe esa
dependencia.

Cuando los residuales obtenidos al ajustar el modelo lineal a nuestros datos muestra un
comportamiento como I, esto nos indica, desafortunadamente, que el modelo sugeri-
do no se adecua a la realidad y que son necesarios términos adicionales en x para asegu-
rar el ajuste a los datos analiticos. En este caso, los residuales no se distribuyen al azar, sino
que muestran una disposicién céncava o convexa. El ensayo de Wald-Wolfowitz (Miller
and Miller, 2000) nos sugeriria que existe una curvatura, y que nuestra funcion de respuesta
no es lineal en x.

REGRESION LINEAL PONDERADA

Siaplicamos la condiciéon de minimo ala distribucién conjunta en el caso en que las varian-
zas no son constantes, la expresién a minimizar seria Z(sl / ©,)%. En situaciones reales,
tratando con residuales, es conveniente definir (Asuero and Gonzdlez, 1989) una cantidad
denominada peso o factor de ponderacién, que denotaremos por w;, asociado con una obser-
vacién y;, y definido por

2

(
B

ol

1

(e

(18) w;=

El peso de una observacién es inversamente proporcional a la varianza. El término 67 es
simplemente un factor de proporcionalidad que coincide con la varianza de peso uni-
dad, y que muchos analistas (Cuadro-Rodriguez y col., 2001) toman arbitrariamente
como unidad. El objeto de introducir los pesos es estabilizar la varianza de los residua-
les. En el caso del modelo ponderado tendriamos

(19 .y, =w, By +w, B+, &,
y por tanto

(¢

SN

(20) var(ﬁsi) =w,var(g,) =w,cl=

2 —~2 =
;=0 =cte

)

(o)

Ahora, la condicién de minimizacion es

(21) Q:Z wi(y;=y;)* =min

que conduce a expresiones similares a las deducidas para la regresion lineal simple

2 (=% (y, =)

22) b, =

R YO s
(23) b,=y-bx
donde
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NORMALIZACION Y MODELIZACION DE LOS PESOS

Es conveniente normalizar los pesos (Connors, 1987) pues, en medidas precisas, w; asi
como Y w, pueden tomar valores elevados y provocar errores de redondeo o resultados
anémalos cuando se usan pocas cifras significativas. La manera mas adecuada de normali-
zar los pesos es aquella cuya expresion se reduzcea, en el caso de homocedasticidad, a las ya
conocidas. Esto requiere que ) w, =N, siendo N el niimero de puntos de la curva de cali-
bracién. Entonces,

(26) Z[Gi’):z\f

i

de donde
) N
(27) O =7
ZGF
N -2
28) W, =

i -2
207
Como resulta que o; es desconocida, la estimamos a partir de las replicaciones efectuadas

Z(yu _}71‘)2

n; -1

(29) s,

1

Garden y col. (1980) indican una técnica experimental mds sofisticada para el célculo
de los factores de peso. Para ello se hacen al menos replicaciones a cada concentracién x,
y se obtiene la desviacion estandar s;. Puesto que este pardmetro tiene una distribucion log-
normal, se calculan los valores log s;, y se ajusta la curva log s; frente a x; por el método de los
minimos cuadrados sin pesar, con lo que se obtiene una funcién suavizada

(30) logs = ()

Una vez hecho esto, los valores de los factores de ponderacion para un valor determina-
do de x, pueden calcularse sencillamente a partir de la Eq. 18 con 62 =1, de acuerdo con

(31) logw;,=-2logs;, = -2 f(x)

Este es el procedimiento por seguir cuando la heterocedasticidad es errdtica (el residual
ya aumenta con el valor de x, ya disminuye o sufre ambas tendencias a lo largo de una serie
de valores).
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Si esta tendencia fuera constante, habria que sospechar en cambio de la existencia de
relaciones funcionales de la dispersion de los residuales con el valor de la abscisa, conse-
cuencia inherente de una funcién de la varianza de la sefial con respecto al valor que
toma dicha senal. Estas relaciones pueden encontrarse bien empiricamente (cuando se
observa una tendencia definida al representar s; frente a y; -mejor que frente a x— que
puede representarse por una relacién funcional) o bien, a partir de principios teéricos. Los
casos mds tipicos que suministra la literatura quimica son dependencias potenciales o cua-
draticas (Zorn y col., 1997; Prudnikov y Shapkina, 1984; Bubert y Klockenkdmper, 1983)

(32) ol=Ayt
(33) 0:=C,+C, y+C,y?

Un ejemplo de relaciones tedricas a priori que indican una tendencia de la varianza son
las medidas de cuentas (Schwartz, 1978) que, al seguir una distribucién de Poisson, tie-
ne como medida de la varianza el valor medio (Finney, 1979). Otro ejemplo lo constitu-
ye la cromatografia gaseosa cuando se mide la altura del pico correspondiente a diferen-
tes cargas molares inyectadas de analito, donde (Bocek y Novak, 1970) la varianza es
proporcional al cuadrado de la altura.

Para concluir el epigrafe, mencionaremos todavia un procedimiento para el ajuste en si-
tuaciones heteroceddsticas, que consiste en tomar en principio los w; = 1 y calcular los
pardmetros de regresién convencionalmente. A continuacién se estima la varianza de y ,.s2,
y s¢ hace

1

2
y

i

(34) W=

S

recalculando los pardmetros. El procedimiento se reitera hasta (Schmidtt, 1969; Das y
Tydeman, 1982) que no se encuentren diferencias significativas entre dos varianzas sucesi-
vas utilizando el ensayo F. La regresion lineal pesada proporciona valores mas fiables (Koch,
1985; Tyson, 1988, Mac Taggart y Farwell, 1992) de la precision y del limite de confianza de
las concentraciones.

TRANSFORMACION DE COORDENADAS

En ciertas ocasiones, los autores proponen como una alternativa al empleo de los pesos, el
uso de transformaciones de coordenadas que aseguren una estabilidad de la varianza (Asue-
ro, 2005). Asi pues, si efectivamente existe una funcién conocida de la varianza 62 =u(y),
podemos efectuar una transformacién Y =@(y) cuya forma es desconocida a priori. Segin la
ley de propagacién de errores

(Y
(35) G?:diy c?
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Impongamos ahora que la varianza de la nueva variable Y sea constante ¢ igual a 62. Se-
gun esto

2 2 2
(36) (de _S _%
dy ,

Y, por tanto,

(7) )=Y=o,| J%)

Es posible tomar un valor arbitrario para o, Una vez hecho esto, la varianza estd unifor-
mizada y solo hay que minimizar la cantidad

(38) O=Y.(Y,-Y)?

Solo que ahora, la funciéon Y = G(x) es generalmente una expresion no lineal en x y a veces
no lineal en los pardmetros, con lo que habria que recurrir a métodos de regresion no lineal.
Eista situacién parece mds embarazosa que la de una regresion lineal ponderada, por lo que
este tipo de estrategia es ttil cuando la funcién de respuesta y = f(x) de por si no es lineal.

PESOS DEPENDIENTES DE LAS TRANSFORMACIONES

Pero, el analista todavia puede jugar una carta antes de resignarse a calcular los pardmetros
de calibracién con un modelo curvilineo. A veces, es posible transformar los datos (Atkin-
son, 1985) de manera que se obtenga un comportamiento lineal. Un método muy comun
consiste en representar los datos en papel semilogaritmico. Si se observa un comportamien-
to lineal, es posible la existencia de una relacién de tipo potencial o exponencial y se proce-
de a efectuar un cambio de variables. Por ejemplo, si se sospecha que la funcién esy = A x5,
tomamos logaritmos para linealizar se tiene: log y = log A + B log x. Los cambios son
Y = log y y X = log x, pero estas nuevas variables no pueden emplearse para una regresién
lineal convencional, pues st aplicamos la ley de propagacion de errores ala Y (ala X no, por-
que la abscisa estd exenta de error) tenemos

(39) ol ={8YJ G2
Oy :

Si 6?2 es constante (homocedasticidad en y), la linealizacién produce una no uniformidad
en la varianza Y, pues generalmente (6Y/9) = f(y), con lo que se hace necesario introducir
un peso dependiente de la transformacion (Asuero y Gonzélez, 1989; de Levie, 2000; de
Levie, 1986; Paré y col., 1988; Asuero, 1993)

ol (&Y o
40 , =—2= =
(40) ", G’ (8)’) c

Y

o

~ o
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162 =2
Sle =Gy

Oy :
(41) Wy, :[an =Wy,

donde Wy, es el peso dependiente de la transformacién. Si 62 no es constante, entonces

o\ o?
(42) Wy :[éj ﬁ:WY/y'Wy

y

i

Los pesos atribuidos a las transformaciones mds usuales en quimica analitica se mues-
tran en la Tabla 2.

'Tabla 2. Factores de peso dependientes de la transformacion

Transformacién Factor de peso
Y = l/y ytoj/ ol
Y=Iny y?c}/ ol
Y=) ot/ (42 0})
Y=o ci/ (e? o7)
Y= logit y yX(1-y)? o}/ o}

CURVAS NO LINEALES CON VARIANZA NO UNIFORME

En muchos casos no se conoce exactamente la forma de una ecuacién no lineal en x. Si no
es posible una transformacién que convierta los datos experimentales en otros que se com-
porten linealmente, serd necesario ajustar los datos a una curva. Schwartz (1977) ha estu-
diado tres aproximaciones pricticas para la construccion de una curva de calibradoy = f(x).

El procedimiento mds sencillo es el de los segmentos rectilineos, que consiste en cons-
truir la curva conectando puntos (x;y;) adyacentes mediante segmentos rectilineos. Si la
medida experimental cae entre dos puntos (x,,y,) v (x,,), ¢l segmento que nos interesa tie-
ne la ecuacion de una recta que pasa por dos puntos

(43) y=y, +2 e (xx,)

a
xb _xu

Este es el procedimiento més sencillo, pero también el que proporciona situaciones me-
nos satisfactorias ala hora de calcular la concentracién del analito y estudiar la precision

de la medida.

Otro método algo mds complejo es el de los tres pardmetros, donde se hace

(44) y=c,+c f,(x)+c,f,(x)
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Con f,(x) v f5(x) lineales o no. El analista ha de ser lo suficientemente avispado para selec-
cionar las funciones segun la forma de la curva. Una vez hecho, se utiliza un método de re-
gresion multilineal para estimar los valores de ¢y, ¢; y ¢;. Si las funciones no estan bien esco-
gidas, pueden cometerse graves errores debidos a falta de ajuste.

El tercer método consiste en construir la curva de calibrado con tantos pardmetros ajus-
tables como sean necesarios para que se adapte adecuadamente a los datos. Una estra-
tegia comun es ajustar la curva a un expresion polinémica en x

(45) y=a+bx+cx2+dx® +...

El mejor procedimiento es probar polinomiales de grado sucesivamente mayor, hasta que el
ensayo I de las varianzas residuales indica que el error sistemético debido a la falta de ajuste
ha sido eliminado. Si la representacién tiene N puntos, el polinomial de mayor grado que
puede usarse es de grado N-I pero, en general, polinomiales de orden mds bajo proporcio-
nan ajustes bastante adecuados. Este tipo de ajuste se resuelve por regresion multilineal
(Draper and Smith, 1998; Pattengill y Sands, 1979; Heilbronner, 1979). Para un polinomial
de grado m, F(x) = ay + ajx + ax?> + ... + a,x", la cantidad para minimizar es

(46) Q(aovalv"'dm)zzwi(Yi_F(Xi))z
En este caso, el conjunto de ecuaciones normales se obtiene de las diversas

(47) g:() 7=0,1,...m
oa,

i

Estas ecuaciones normales conducen a un sistema lineal que en forma matricial puede
escribirse: C - A = B, donde

2w, WX, e 2w
Xwax, Xwxlo-ee Xwxrd

(48) C=|~

wam Xwaxrth oo Xw

aO
a
49) A=l

1

am

Zwy,
WXy,
(50)  B=|:

_zwixyinyi_
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y por tanto: A = C - B. La varianza del ajuste viene dada por s> = Q/(N-m - 1).

Los elementos de la matriz de covarianzas vienen dados por
—c2 -1

(51) V,;=s2C;
—c2 -1

(52) V,;=2C;

donde C7! es un elemento de la inversa de la matriz C.

Este método falla a veces porque la matriz de coeficientes C se hace pricticamente sin-
gular. Una aproximacién alternativa es utilizar polinomiales ortogonales (Lee and Lee,
1982; Valké y Vajda, 1989; Kragten, 1990). Sean dos polinomiales ortogonales en x, Py(x) y
P,(x) entonces,

(53) ZP,(xk)P/ (x,)=0 Vi#j

La funcién de ajuste puede ponerse como

(54) F(x Za x)=a, P (x)+...+a, P (x)

m = m

o combinando los pohnomlos en serie de potencias
— 2 m
(55)  Flx)=c,+c, x+c,x2+...4c, x

El uso de los polinomios ortogonales conduce a la anulacién de los elementos no diago-
nales de la matriz de los coeficientes, evitando cuasisingularidades y simplificando los
calculos. Los mds usados en ajustes de curvas son los de Chebischev (Akhnazarova y Ka-
farov, 1982) y Forsythe (Lee and Lee, 1982; Valké y Vajda, 1989; Kragten, 1990). Los pri-

meros se generan con la férmula recurrente

Py(x)=1
(56) Pl(x)=x—n—42—1
k2(n? —k?)

P (x) =P (x)P,(x) - P, (x)

los de Forsythe, en cambio, con

P (x)=0
(57) P(].(x) =1
PI(X) :(x_uk) Pkfl(x> vk 1 Pk 7(X)
donde

Zx, f
(58) u, =
P (x)
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ZX’ e z(xi)
O

Los valores de ¢; se calculan ficilmente

_zyiP/(xi)
SRS YT

Para encontrar la ecuacién de regresion por el método de aproximaciones sucesivas, se
calculan las varianzas residuales para la regresion de orden k donde Oy es la suma de los
cuadrados de los residuales, que se calcula por la recurrencia:

1) 0,=0,,-q ZPkZ(X

El prerrequisito (Akhnazarova y Kafaroy, 1982) es que O, =Y (y, —y)2. Cuando al aumen-
tar el grado del polinomial, s? | >s?, mediante el ensayo F, se da por terminado el proceso.
Al ser ortogonales los polinomiales, la matriz de covarianza es diagonal y sus términos son

(62) 'V, =s} =s{C}!

Haciendo un resumen de lo visto hasta ahora, el método de los segmentos rectilineos puede
ser util en los casos de datos altamente precisos y curvas de calibrado de poca curvatura. El
método de los tres pardmetros s siempre intrinsecamente inexacto para curvas no lineales
de elevada curvatura, a menos que se sepa la forma correcta de las funciones. En general, el
método de ajuste polinomial proporciona la mayor confianza porque utiliza el test F para
ajustar apropiadamente los puntos, aunque se trata, sin lugar a dudas, del modelo mds
complicado.

FUNCIONES RACIONALES Y AJUSTE POR FUNCIONES DE SPLINES

A pesar de las grandes ventajas y numerosisimas aplicaciones de los polinomiales ortogona-
les, no son en absoluto el arma definitiva. Rice (1964) ha propuesto funciones polinomiales
del tipo

_Zax
63) Flx Zb

que tienen un grado de flexibilidad mucho mayor que los polinomiales, pues una fun-
cién racional de grado relativamente bajo puede ajustarse a una forma que nunca po-
dria aproximarse de manera efectiva mediante el uso de polinomiales de grado bajo o
medio. Este tipo de funcién es mds dificil de evaluar que un polinomial, siendo necesa-
rio el uso de la regresién no lineal.

Otro método de ajuste poco usado pero muy recomendable (Jost y Rock, 1954) es el de
los polinomiales ortogonales discontinuos de Vettin, andlogos a los de Legendre, que se
expresan siempre en funcién de un pardmetro que es la longitud entre puntos
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equidistantes. Se trata de un procedimiento muy similar al de la Serie de Fourier solo
que utiliza un nimero finito de puntos. El inconveniente es la necesidad de conocer los
puntos equidistantes, pero esto puede soslayarse mediante lectura a ojo de la curva
disefiada.

Estos dos ultimos tipos de ajuste sirven para curvas de calibrado, donde se superponen
dos o mds fenémenos. A titulo de ejemplo, en fluorimetria, las representaciones de la
intensidad de emision frente a la concentracién son practicamente lineales en disolu-
cién diluida, pero muestran curvatura negativa a altas concentraciones debido a la pre-
sencia de artefactos opticos o a la no adecuacion del modelo que predecia linealidad.
Como ambos efectos son independientes, en la practica pueden aparecer curvas de muy
diferente aspecto, ya que se superponen dos o mds procesos. Es l6gico pensar que no ha-
brd ninguna funcion algebraica que, por si sola, sea capaz de ajustar completamente los
datos.

La mejor solucién serfa tal vez ajustar los puntos a una curva que consistiera en varias
secciones unidas de diferente forma matematica. Este es exactamente el fundamento
del ajuste por funciones Spline (Price y Simonnen, 1962; Ahlberg y col., 1967; Hwang y
Wineforner, 1988). En la prictica, los Splines ctbicos (Frigieri y Rossi, 1979) son los
mds empleados, y aproximan los datos a una serie de ecuaciones ctbicas. Estos “eslabo-
nes” ctbicos se superponen en p puntos de interpolacion (Knots en la literatura anglosajo-
na) y es esencial que los Splines muestren una transiciéon continua en tales puntos. Esta
continuidad debe seguirla tanto la funcién como sus m—1 primeras derivadas. Un Spline
Ctbico completo tiene p—1 eslabones, cada uno de ellos con coeficientes (S = a + bx + cx?
+ dx’). Asi, es necesario calcular 4x (p — 1) coeficientes. Este procedimiento ha sido utiliza-
do exitosamente en radioinmunoensayo, cromatografia gas-liquido y espectrometria de ab-
sorcion atomica (Miller and Miller, 2000).
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