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Matematicas y estadistica

Las bases de Grébner en el estudio de los polinomios
simétricos

Cifuentes, V.I; Patino, B.; Pérez, H.'

Resumen. En este articulo presentamos dos algoritmos, el primero permite es-
cribir un polinomio simétrico f en k[z1, - - ,x,], con k un cuerpo, en términos
de las funciones simétricas elementales; el segundo, determina si un polinomio f
en k[x1,- - ,2,], con k un cuerpo, es simétrico, y si este es el caso, como escri-
birlo en términos de las funciones simétricas elementales. Ademas, probamos de
manera detallada cémo se obtiene una base de Grobner G en el caso particular
cuando se considera el orden lex sobre los términos, herramienta necesaria para
presentar el segundo algortimo. Adicionalmente, mostramos una pequefia apli-
cacion de los polinomios simétricos en el calculo del anillo de invariantes de un
grupo finito de matrices dado. Ilustramos los resultados con variados ejemplos.

Palabras clave: Polinomios simétricos, polinomios simétricos elementales, bases
de Grobner, anillo de invariantes.

Abstract. In this article we present two algorithms, the first one allows to wri-
te a polynomial f € k[xy,- - ,z,], with k a field, in terms of the symme-
trical elementary functions, the second one determines if a polynomial f €
k[zy,-- -, xy], with k a field, is symmetrical, and if this one is the case, how to
write it in terms of the symmetrical elementary functions. As complement, we
show in a detailed way how Grobner’s base is obtained in the particular case
when the order is considered to be lex, necessary tool to present the second al-
gorithm. Finally we present a small application of the symmetrical polynomials
in the calculation of the rings of invariants of a finite matrix groups. We ilustrate
the results with several examples.

Keywords: Symmetric polinomials, elementary symmetric functions, Grobner
bases, rings of invariants.
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Clasificacion de materias (AMS): 53A35,58 A05,53A35.

1. INTRODUCCION

Durante las tltimas décadas se han logrado avances significativos en el desarrollo de mé-
todos algoritmicos en matematicas, tanto para realizar calculos que manualmente son
bastante extensos o que a veces pueden tornarse dificiles, como para demostrar proposi-
ciones y teoremas. En 4lgebra conmutativa la teoria y métodos de las bases de Grobner,
permiten realizar calculos efectivos en k[z1, - , 2], el anillo de polinomios en n in-
determinadas con coeficientes en un cuerpo k. Los paquetes computacionales como
Singular, CoCoa, Maple, entre otros, cuentan con una libreria que permite realizar los

, . ) ) , .
calculos anteriormente mencionados usando dicha técnica.

En el estudio de los polinomios simétricos, las bases de Grobner nos permiten deter-
minar si un polinomio es simétrico y si este es el caso, como escribirlo en términos de
los polinomios simétricos elementales. Este procedimiento es constructivo y por tanto
podemos presentar un algoritmo, el cual es una motivacion para el estudio de la teoria
de invariantes desde el punto de vista computacional, es decir, de calcular de manera
explicita el anillo de invariantes de un grupo finito.

2. PRELIMINARES

2.1 Orden de términos

Definicion 2.1. Un producto de potencias en A = k[z1,--- ,x,,] es una expresion de la
forma X = x{* - x%n, donde o == (a1, , ) € N™ El conjunto de todos los
productos de potencias serd denotado por

']I*n:{xllll_,,xgn |Oéi€N,i:17"',n}

Definicion 2.2. Un polinomio f # 0 € klx1,-- -, x,] es una suma finita de términos de
la forma a;x$* - - 2%, con a; # 0 € k, es decir,

f=a1 X 4. 4 X
donde, Xt > X2 > ... > X y X% € T", En este caso

w Ip(f) = X, es el producto de potencias principal de f.
» lc(f) = ay, es el coeficiente principal de f.
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v 1t(f) = a1 X, es el término principal de f.

Definicion 2.3. Un orden de términos es un orden total < que satisface las siguientes dos
condiciones:

(i) 1 < X*paratodo X~ € T", X~ # 1.
(i) Si X < XP, entonces X* XV < XP X para todo X7 € T".

Existen diferentes ordenes, se presentan a continuacion los tres mas conocidos en la
literatura, éstos son usados en los paquetes computacionales existentes como CoCoa,
Maple, Singular.

Definicién 2.4. Sean X < XP productos de potencias, se definen los siguientes ordenes
sobre T" con 1 > X9 > - -+ > T,

(i) El orden lex (lexicogrdfico)

X < X8 o la primera coordenada cv; y B; en oy B de izquierda a
derecha, las cuales son diferentes satisfacen o; < J3;

dOi’ld(i‘O[ - (alva% T 7an),6 = (513627 e ,671) € N7
(i) El orden deglex (lexicogrdfico de grado)

D <2y B
0
M= By XY < XP con respecto a lex

conxTy > xTo > - > Ty

X< XP &

dondea = (Oll,ag, e ,O[n) S Nn7ﬁ = (ﬂ17527 e 7ﬂn) € Nn
(1) El orden degreviex (lexicogrifico de grado reverso)
Do @i < Yo Bi
0

X< XxP o St i = Yi Bi yla primera coordenada de cv; y B; en

« y 8 desde la derecha, las cuales son diferentes satisfacen

o; > ﬂz

donde o = (a1, 0, ) €N, 8= (51,82, ,0n) € N"
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2.2 Nociones basicas de bases de Grobner

En esta seccion presentamos las nociones basicas de la teoria de las bases de Grobner,
que serdn necesarias en las secciones posteriores. Un estudio detallado de esta teoria se
puede hacer siguiendo el libro de Adams y Loustaunau (vease [1]).

Definicion 2.5. Un conjunto de polinomios distinto de cero G = {g1,- - , g1} contenido
en un ideal I :=< f1,---, fi >, es una base de Grobner para I si, y solo si, para todo
fel, f+#0,existei € {1, - ,t} tal que lp(g;) divide a lp(f).

Definicion 2.6. Sean 0 # f,g € k[x1,- -+, x,). Se define el minimo comiin miltiplo de
Iy g, denotado por lem(f, g), al polinomio | tal que:

() f,gdividen al.
(1) Si f, g dividen a un polinomio h, entonces | divide a h.
(1) le(l) = le(f)le(g).

Definicion 2.7. Sean 0 # f,g € k[z1, -+ ,xy). Sea L = lem(Ip(f),lp(q)). El polino-
mio

S(£.9) = wtnf — wie9

se denomina el S- polinomio de f vy g.

Teorema 2.8. Sea G = {g1, - - , gt} un comjunto de polinomios no nulosen k[x1,- - , ).
Entonces G es una base  de Grobner  para el ideal
I=<gi, gt > si, ysdlosi, para todo i # j

G
S(9i,95) —+ 0,
Proposicion 2.9. Sea G C k[, -+ ,x,,) un conjunto finito y sean f,g € G tales que

lem(Ip(f),ip(g)) = lp(f) - Ip(g)

es decir que los monomios principales de f y g son primos relativos. Entonces

a
S(9i,9;) —+ 0,
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3. POLINOMIOS SIMETRICOS

Cuando se estudian las raices de un polinomio surgen de manera natural polinomios si-
métricos, los cuales reciben el nombre de funciones simétricas elementales. Estas juegan
un papel fundamental ya que cualquier polinomio simétrico en k[x1, - - - , ] puede ser
escrito en términos de dichas funciones. En esta seccion mostraremos un algoritmo que

permite hacer dicho procedimiento.

Definicion 3.1. Un polinomio f € k[x1,- -+, x,,| es simétrico si
f(xiu"' axin) = f(:cla"' axn)
para todas las posibles permutaciones x;, - - -, x;, de las variables xy,--- , .

Ejemplo 3.2. Sea A = Q[z, y, 2], entonces el polinomio f(x,y, z) = x3+xy? 22 +y3+23
es SImetrico ya que

f(x,y,z) :f($,27y) :f(y,x,z) :f(y7z7x) :f(z,x,y) :f(z,y,x).

Definicion 3.3. Dadas las variables x1,- - - ,xy, sedefine oy, 0, € klxy1, -+, 2] de
la signiente manera:

o1 =x1+---+x,

0i = E L1 2L 53« Lyji
J1<j2<<J;

Op = T1X2T3 * T

Proposicion 3.4. Sixy,-- -, @, son las raices de un polinomio f(x), entonces f(x) puede
ser expresado usando las funciones o1, - - - , 0y, de la siguiente manera

fl@)=a"—oa" '+ oa" P4 4 (1) oz + (1) "0, (1)

Proposicion 3.5. Los polinomios o1, -« , 0, en la definicion 3.3 son simétricos y se deno-
minan las funciones simétrica elementales.

Demostracién. Usando la proposicion anterior, ya que x1, - -+ , Z,, son las raices de un
polinomio f(z), podemos escribir f de la siguiente manera

f(@) = (2 —w1)(x —xg) - (2 — ) ©)
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luego, al realizar cualquier permutacion x;,,- -+, x;, de las variables 1, -, 2, se
obtiene el mismo polinomio salvo por el orden de los factores, asi, los coeficientes en
(3.1) son funciones simétricas. O

Teorema 3.6. Teorema fundamental de polinomios simétricos. Cualquier polinomio si-

métrico en klx1,- - , x| pueden ser escrito de manera sinica como un polinomio en las
funciones simétricas elementales o1, - - -, o,
Demostracion. La prueba puede ser consultada en [2]. O

La demostracion del teorema anterior nos permite presentar un algoritmo para escri-
bir cualquier polinomio simétrico f € k[z1,--- ,,] en términos de los polinomios
simétricos elementales.

Algoritmo para polinomios simétricos

ENTRADA: f #0 € k[z1,- -+, x,] polinomio simétrico
o1, -+ ,0p las funciones simétricas elementales.
SALIDA: a1, as,- - ,as,h1,ha, - hs tal que f = a1hy + -+ + ashs
INICIO: a1 :=0,a :=0,--- ,as :=0,h1 :=0,hs:=0,--- ,hs :=0
p=f

MIENTRAS p # 0 HAGA
Calcule lt(p) = a{* w52 - - afn

— — Qp—1—Q

hi = hi +U?1 a20.f212 as 'O.nill no.?lén.
I 17(2)

a; 1= a; + Tt (hy)

pi=p—ah;

f:a1h1+a2h2+---+ash5

Ejemplo 3.7. Considere el polinomio
f=@+ )@+ 22)(y* +27) € klw,y. 2]

escriba f como un polinomio en las funciones simétricas elementales o1, 02,03, donde,
x >y > zy se considera el orden lex.
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f(I,y7 Z) — 1:4y2 + SC422 + x2y4 + 2x2y222 + .1‘224 + y422 + y224
Primer paso a través del mientras:
It(p) = a'y?
hy = oic3
= x4y2 + 2364yz +at? + 2:533,/3 + 8:C3y2z + :1:3yz2 +2232% + y2y4 + 8x2y3z + 15:02y
+ 8m2yz3 + 22t 21y4z + 81y3z2 + 8my2z3 + 2myz4 + y422 + 2y323 + y2z4

2Z2

It(hy) = z*y?;a = ijzz =1

p=f—aih1 = f—oio3
= —2:1:4yz — 2z3y3 - 8x3y2z — 8a:3yz2 — 2323 — 8x2y3z — 13a:2y2z2 — 8:1:2yz3

— 2xy4z - E%a:y‘o’z2 — 8xy2z3 — 2:cyz4 — 2y3z3

Segundo paso a través del mientras:
It(p) = —2atyz;

ho = ofol
= :1:4yz + 3x3y2z + 3:p3y22 + 3x2y3z + 612y2z2 + 3121/23 + zy4z + 3xy3z2 + 31y2z3 + zyz4

72a:4yz _
xiyz T 2

It(he) = a'yz; az =

p=p—ashy = f —ofo3 + 20703
= —ngyg — 2ac3y22 - 2x3yz2 — 22323 — 2x2y3z — ac2y2z2 - 2352yz3 — 2acy3z2 - 2zy2z3 - 2y3z3

Tercer paso a través del mientras:
It(p) = —22°y%;

hs = o3

= a:3y3 + 3x3y2z + 3x3yz2 +2323 + 3x2y32 + 6a:2y222 + 3x2yz3 + 3:1:y322 +3xy223 + y323

5.3.3
lt(hg) = 2®y% a3 = =54 = 2

p=p—ashg =f —de% —|—2crfa§ —|—20§

= 42%y% 2 + 42y2® + 422y3 2 + 11229222 + 422y2> + day®2? + day? 23

Cuarto paso a través del mientras:
It(p) = 4a3y?z;

hy = 010203

213y2z+13y22+12y32+312y222+12y23+zy322+zy223
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It(hs) = 23y°z, a4 = 45352; =4

p=0p—ashy = f — 0303 + 20303 + 205 — 4010903 = 22y>2?

Quinto paso a través del mientras:
It(p) = 22y?2?

p=f—ashs = f — 0203 + 2030} + 203 — 4010903 — 03 =0
Ya que p = 0 el ciclo mientras termina y se obtiene,

[ =0%03% — 2030} — 203 + 4010203 + 03

4. BASES DE GROBNER Y POLINOMIOS SIMETRICOS

Las bases de Grobner son una herramienta ttil en el estudio de los polinomios simétri-
cos, ya que permiten determinar si un polinomio en k[x1,- - ,z,] es simétrico, y en
caso afirmativo expresar f en términos de los polinomios simétricos elementales.

Proposicion 4.1. En el anillo klxy, -+, Zn, Y1, , Yn] se fja un orden en los mono-
mios de tal manera que un monomio que contenga una de las variables xy,--- ,x, es
mayor que cualquier monomio en kly1,- -+ ,yn). Sea G una base de Grobner del ideal

<Ul_y17"' aUn_yn> C k[xlv'“ sy Ty Y1, 00t »yn]-DﬂdOf € k[xlv"' 7xn}yg: f_G
el residuo de f al dividirlo por G. Entonces:

() f essimérrico s, y sélo si, g € k[y1, -+, yn)
(i) Si f es simétrico, entonces f = g(o1,--+ ,0,) es la inica expresion de f como un
polinomio en las funciones simétricas elementales oy, - - - | oy,

La proposicion anterior muestra la necesidad de conocer métodos para calcular una
base de Grobner para (o1 — y1,--+ , 0, — ¥n). Una manera de hacerlo es usando el
algoritmo de Buchberger.! Sin embargo, cuando se usa el orden lex, hay un método
bastante sencillo para calcular una base para dicho ideal, el cual mostramos en detalle a

continuacion.

Proposicion 4.2. Fijado el orden lex sobre k[x1,- -+ ,xp,y1, - ,yn] con 1 > -+ >
Ty, > Y1 > - > Yy Entonces los polinomios

1 Para mas detalles vease [1]
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9k = hk(xlﬁ e 71771/) + Zf:l(i]')lhk—l(xka e 7xn)yi) k = ]-7 e, N,

forman una base de Grobner para el ideal (o1 — y1,- -+ , 00, — Yn), donde

hi(zy, - @s) = 32 4= (XY)
es la suma de todos los monomios de grado total i en x4, - -+ , 5.

Demostracién. En primer lugar se debe probar que el conjunto de los g,k =1--- ,n
son un subconjunto del ideal (o1 — y1, - , 0, — Yn).
Paso 1. Probar que

k
0="hp(xr, - Tn) + 2 he—i(@p, -+, 2n)0%
=1

Paso 1.1 Probar que 0 = Zk: (—=1)fhp_i(x1, - yzn)oi(x1, - 20)
i=0

En la demostracién denotaremos = := 1, - ,x,. S1 X* = x?‘ll m?j sc?‘a“ es un
monomio que aparece en hy_;(x)o;(x), donde a denota el nimero de variables que
aparecen en X entonces se debe tener que i < a, en efecto, ya que o; es la suma de
todos los monomios que son productos de 7 distintas variables, entonces cada término
que aparece en el producto hy_;(z)o;(x) deben involucrar como minimo las ¢ variables
que aparecen en o;(x). Asi, el nimero de variables que aparecen en X es mayor o igual
a4, es decir, a > 1.

Ahora, ya que i < a entonces determinar todos los monomios que involucren i va-
riables de las a variables dadas en X , se reduce a resolver un problema de combi-
natoria ya que al usar cualquier orden de términos hay solamente una forma de es-
cribir cada monomio. Por cada combinacién C, ; se obtienen i! permutaciones, luego
Coi X1l =P,y = (G“T'Z),, donde P, ; denota el nimero de permutaciones, es decir
Coi = (afill)“ = (%), las cuales segtin la definicién de o;, son monomios que aparecen
alli, por tanto, hay (%) términos de o;(z) que aparecen en X“. Ya que hy—;(z) es la
suma de todos los monomios de grado total £ — i en x1,- - , Ty, los cuales tiene coe-

a

ficiente 1, y existen (}) términos de o; que involucran variables de X, entonces X

k .
aparecerd () veces en hy—i(z)0;(x), asi, el coeficiente de X en Y- (—1) hy—i(z)oi(2)
i=0

es Z:O( —1)*(%). Aplicando el teorema del binomio se obtiene

o= =3 (e =3 (1) ey

i=0 =0

es decir, el coeficiente con que aparece X en hy_;(x)o;(x) es cero, por tanto,
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k .
0= > (=1 hg—i(x1,-- -, 2n)oi(zr, - s 20)
1=0
Paso 1.2 Probar que
k .
0= hk(xkv o ,ZL’n) + Z(_l)lhk*i(xka co axn)o—i(mla t 7xn)7 (3)
i=1

lo cual es equivalente a probar que
k

0 = Z(—l)ihk,i(fbl, e 7£Cn)0i(.’l,'1, s ,xn).

i=0

Para usar la identidad probada en el paso 1.1, se deben separar las variables x1, - - -, z5_1,
para esto, sea A = {1,2,--- ,k — 1}, el conjunto formado por los subindices de las va-
riables 2,4 = 1,--- ,k — 1, S € A, X5 el producto de las correspondientes variables

segun los subindices involucrados en S, | S| el nimero de elementos en S’y sea

H:{S/SCA} = {07{1}7{2}7"' 7{k71}7{172}7{173}7"' :{1:27"' :kiQ}}
Mostraremos que Y X®0,_|g|(zk, -, Tn) = 04(T1, -+, 2p)
SeH
Para mayor facilidad tomaremos y = x4, , &,y =21, "+ , Tp—1

Z X00i15/(y) = 0i(y) + 210i-1(y) + 22051 (y) + -+ + Tp—10i-1(y) +

SeH

T12205-2(y) + - + 21T —10i-2(Y) + - + Tp—2Tk—1
oia(y)+ -t xiw - xp10ip—13(y)

=0i(y) +oi1(y)(T1 + 22+ +wp1) + oia(y)(T172
+o A apoTko1) o+ o g (V) (T2 TEg)

=0i(y) + oi-1(y)o1(z) + oi—2(y)o2(x) + oi—z(y)os(z) - -
+0i (k—2)(y)ok—2(2)

Ya que cada producto o;_;(y)o;(z),7 = 0,--- ,k — 2, es la suma de todos los mono-

mios de ¢ variables distintas de las variables involucradas en cada uno de ellos, se obtiene

la identidad deseada.

D iWaite) = X (-1 i) S € HX oy 151(0)
=hi(y) > X00_15/(y) —he—1(y) > XT01_15(y) + hr—2(y)
SeH SeH
> X0 5)(y) 4+ (=DFho(y) X XS04 15(y)
sewu ser
= S%:HXS[hk(y)Uo—m(y) —hi_1(y)o1-151(Y) + hi—2(y)o2_ |5 (y)

+ - 4 (=DFho(y)or_is|(v)]
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k )
= > XS[;:Sl(—l)lhk—i(y)%qm ()]

SeH

k
dondelasuma > (=1)hi—i(y))ok_s(y) = 0, paracada S € H. En efecto, haciendo
=18
la sustitucidén j = ¢ — |s|, se obtiene,
k ) k—|s| ]

‘%l(—l)’hkfi(y))akf\s\(y) = (=1l ZO (=17 hi—1sy-i ()a;(y) = 0

i= J=
usando la identidad del paso 1.1. Ast,

k

D (1) i =) X5 Z Dl hi—i(y)or—isi(v)) = > X5(0)

i=0 SeH i=|9] SeH

Al sustraer 4.1 de la definicién dada de gy, obtenemos,

k

gk = > (1) hii(n, - w0) (yi — 03) *)
i=1
lo cual prueba que < g1, ,gn >C< 01— Y1, ,0n — Yn >
Para mostrar la otra inclusioén hay que notar que, ya que hy = 1, se puede escribir 4.2

como
gk = (=1)"(yx — o +Z ) hi—i(hs - xn) (yi — 04) ®)

Para mostrar (o1 — Y1, + ,0n —Yn) C (g1, , gn) basta observar que de (4.3) se tiene
que

or —yr = (=)' Fgp + (=1)>7F Z;:ll(_l)ihk—i(fk, o mp) (Y — 04)
y por induccién sobre k se muestra que
sitk=1, o1—y1=q
sik=2, o02—y2=—ga+hi(x2, -, )1
supongamos que para k = s,

—Ys = 0Gs — hs_l(ﬂfs, co 7xn)gs—1 + -+ h1(($3a to 75%)91-
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Luego,

3

Osi1 = Yst1 = (—1) gsy1 + (—1)175 (1) hss1—i(Togr, -+ s 2n) (s — 03)
=1

= (1) Pgsr1 + (-D)'7 [( Dhsir(zss1,xn)(yr —o1) +--+
(- 1)Sh1(xs+1w" n)(Ys — 0s)]

= (1) gsr1 + (=) [(=Dhsp1(Tst1, - s 2n)g1 + -+
(=11 (@os1, - 7xn>gs — oy (T )Gt + oo
By (s, s w0)g1].

Por tanto, si f € (01 — Y1, ,0n — Yn) entonces f € (g1, , Gn)-
Por tltimo, veamos que /t(gy) = x§. En efecto

k
() = lthy(zg, - ,@zn) + Z(—l)ihk_i(:ck, L)y, k=1,---,n

= méx[lt(hk(l‘kv T ,J,‘n), lt[Z(_l)ihk—i(Ika co 7xn)yi]]a k=1,---,n)

i=1
= max([lt(hg(zg, -+ xn), max[lt(—hk—1(Tk, -+ s 2n)y1), E(he—o(Tk, -+ s @n)y2), -+
((=1)*ho(@r, -, n))ys]]
= max([lt(hg(zg, -+ ,xn)), max[lE( Z x&kzgf{l sz ) 1t ( Z x‘,:kng{l Sz Y1),
|al=k lal=h—1
WY apta it airys), (1) yp)]] donde = ag + g+ an
|al=h—2
= miax(zF, méx(xzfl,xzia 1)
o
Asi, los términos principales de g1, , g, son primos relativos. Por la proposicién
2.9 se obtiene S(g;, g;) ihr 0 y usando el teorema 2.8 concluimos que {g1, -, gn}
forman una base de Grobner para (07 — Y1, , 00 — Yn) O
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Algoritmo para verificar si polinomio es simetrico

ENTRADA: f # 0 € k[z1,--- , 2]
o1, -+, 0, las funciones simétricas elementales.

SALIDA: VERDADERO,; si el polinomio es simétrico, y en este caso,
f=gloy,-,0n)
FALSO en otro caso.
INICIO: Calcule una base de Grobner G para (o1 — Y1, ,0n — Yn)
Calcule el residuo g de la division de f por la base de Grobner.

SIg € klyr, - ,yn] ENTONCES
resultado:= VERDADERO
f=glo1,- ,0n)

EN CASO CONTRARIO
resultado:= FALSO

RETORNE resultado

Ejemplo 4.3. Considere el polinomio
f=2*+y°+2° €Qlz,y, 4

Verifique si [ es simétrico, si es ast, escribalo en términos de los polinomios simétricos ele-
mentales 01,09, 03, usando el orden lex en Q[x,y, z,y1,y2,ys] conx >y > z >y >

Y2 > Ys3.

Paso 1. Calcular una base de Grobner para < o1 — y1,02 — y2,03 — ys >.
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Para esto usamos la proposicion 4.2 y obtenemos que

1

g1 =h1(z,9,2) + > _(~)'hi(z,y,2)yi = Y x*+ (=Dho(@,y, 2)nn
i=1 |a]=1
=z+y+z-u
2
92 = ha(y,2) + Y _(=D’hai(y, 2)yi = > X+ (=Dha(y, 2)y1 + ho(y, 2)y2
i=1 |a]=2

=y? +yz—yy + 27— 2y + o

g3 = 2% — 2%y1 + zy2 — Y3

forman una base de Grobner para el ideal (o1 —y1, 02—y2, 05—y3) C Q[z, 9, 2, y1, Y2, ys3].
Asi,

G={z+y+z—uy,v* +yz—yy + 2% — 2y1 + 2, 2% — 2%y1 + 212 — y3}

Paso 2. Aplicar el algoritmo de la divisién para hallar el residuo g obtenido al dividir
f entre G. Este residuo fue calculado en [6] usando el algoritmo de la division dado en
[1]. Usando el programa CoCoa.
UseR = Qlx,y, z,y1, Y2, Y3;
Fi=a3+ 93+ 2%
L:=[z+y+z—y,y*+yz—yy + 2% — z2y1 +y2, 2° — 2%y1 + 2y2 — y3);
DivAlg(F, [z +y + z — y1, L]);
Record|Quotients = [2? — xy + y? — xz + 2yz + 22 + 2y — 2yy1 —
2zy1 + vy, —32 + 3y1, 3], Remainder = y3 — 3y192 + 3ys]
luego,

9=y} —3y1y2 + 3ys
Paso 3. g(y1,Y2,Y3) = y3 — 3y1y2 +3ys € Qly1, Y2, y3], y por tanto f es simétrico. Asi,

f=g(o1,00,03) = U:f — 30109 + 303.

5. APLICACION DE POLINOMIOS SIMETRICOS EN LA TEO-
RIA DE INVARIANTES

El ejemplo mas basico de invariantes de un grupo finito de matrices esta dado por los
polinomios simétricos, al considerar el grupo finito de las matrices de permutacién,
como ilustraremos a continuacion.
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Definicion 5.1. El grupo S,, de todas las matrices cuadradas de tamario n cuyas entradas
son 06 1, pero de tal manera que hay un vinico 1 en cada fila y en cada columna se llama el
grupo de matrices de permutacion.

Ejemplo 5.2. Sea Ss C GL(3, k) el grupo de matrices de permutacion.

1 0 0 0o o 0 1 o0 0 0 0 o o0 1
S3 = 0 ols]o o , o ofs]o o ) o|l>lo 1 o
0 o 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 o0

Sea f € k[x,y,2]% entonces f(x) = f(A-x),YA € Ss;ya que,

/71 0 O z \ ] /0 1 0 z \ ]
f 0 1 0 Yy = flz,y,2) f 0 1 ( Yy = f(y,z )
L\NO0O 0 1 z ) | L\ 1 0 z ) |
/1 0 O z \ ]
f 0 0 1 Yy = f(z,2y) r/o0 o0 1 z \]
L\O 1 0 z /)] I 1 0 0 ( y = f(z,z,y)
(\o 1 0 : /]
/70 1 0 z \ ] /70 0 1 z \ ]
f 10 0 = f(y,z,2) f 0 1 0 Y = f(z,v,)
L\ 0 0 1 z ) | L\1 0 O z /) |

seobtiene que, f(2,y, 2) = f(x,2,y) = f(y,2,2) = f(y,2,2) = f(z,2,y) = f(z,y,2).
Los polinomios que cumplen esta condicion son los polinomios simétricos, por tanto, los po-
linomios invariantes son los polinomios simétricos en k[z, y, z].

Ejemplo 5.3. En general si se considera el grupo S,, C GL(n, k) de matrices de permuta-
cion, entonces
}S

klzy, -, x,)°" = {cualguier polinomio simétricoen  klxy,--- ,x,]} )

Por teorema (3.6), se conoce que los polinomios simétricos son polinomios en las funciones
simétricas elementales con coeficientes en k, por tanto, se puede escribir (5.1) como,

Sn

k[xlf"yl‘n} :k[O'h"‘,O'n]

Ast, cualquier invariante puede ser escrito como un polinomio en las funciones simétricas
elementales 01, - - - , 0, ademds la representacion en términos de las funciones simétricas
elementales es vinica, por lo tanto, se obtiene un conocimiento explicito de los invariantes de

Sh.
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Evaluacion de la efectividad del método de Murphy para

la interpretacién de sefiales en el grafico de control
multivariado 77

Alex J. Zambrano', Hector E. Lépez"

Resumen. Frecuentemente puede ser problematico identificar cuando una ca-
racteristica o grupo de caracteristicas de calidad presenta un proceso fuera de
control en el control multvariado de procesos estadisticos, ya que la calidad es
representada por el control simultaneo de varias variables aleatorias correlacio-
nadas.

En este trabajo se estudia la metodologia de Murphy para detectar las causas
asignables en una sefial de fuera de control en el grafico de control multivariado
T?. Se propone evaluar la efectividad de este método, utilizando simulacién de
procesos multivariados, cuando ocurren cambios en el vector de medias, e igual-
mente cuando las variables se encuentran correlacionadas. Se presenta un grafico
que muestra los resultados obtenidos.

Palabras clave: Control de calidad multivariado, estadistico 7% de Hotelling,
grafico de control T2, seleccidn de variables, analisis discriminante.

Abstract. To identify when a characteristic or group of characteristics of quality
presents a process out of control in the multivariate statistical process control
can be a problem, because the quality is represented by the simultaneous con-
trol of correlated random variables.

In this paper we study the methodology of Murphy to detect assignable cau-
ses in an out of control signal in 72 control chart. The purpose is to evaluate
the effectiveness of this method, using multivariate process simulation, when oc-
cur changes in the mean vector, and when the variables are correlated. A graph
shown the results obtained.

Key words: Multivariate quality control, Hotelling’s 7% statistic, T2 control
chart, selection of variables, discriminant analysis.
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1. INTRODUCCION

Segun Bersimis, Psarakis, y Panaretos (2007) los graficos de control multiva-
riados son una herramienta poderosa en el Control de Proceso Estadistico en
cuanto a la identificacién en un proceso fuera de control. Woodall y Montgo-
mery (1999) enfatizan la necesidad de investigar mas en esta area dado que la
mayoria de procesos involucra un gran nimero de variables que son correla-
cionadas. Jackson (1991) comenta que cualquier procedimiento en control de
calidad multivariado debe cumplir las siguientes condiciones:

1. Responder la pregunta “¢Esta el proceso en control?”.
2. La probabilidad conjunta para el error tipo I debe especificarse.
3. Las relaciones entre las variables deben tenerse en cuenta.

4. Se debe dar un procedimiento que permita responder la pregunta “Si el
p que p p preg
proceso esta fuera de control, ¢Cual es el problema?”.

La ultima pregunta ha provisto un interesante tema para muchos investigado-
res en los Gltimos afios. Woodall y Montgomery (1999) manifiestan que aunque
hay dificultad en la interpretacion de sefiales en los graficos de control multiva-
riado se ha trabajado en métodos de reduccion y técnicas graficas. Maravelakis
(2003) describe algunos de estos trabajos, entre ellos destacamos los realizados
por Alt (1985) quien trabaja usando p graficos de control univariado con limites
Bonferroni; Jackson (1991) propone usar la regién de control eliptica y tam-
bién componentes principales, y Mason, Tracy, y Young (1995, 1997) usan la
descomposicién del estadistico T2 en partes independientes (llamada descom-
posicion MYT) las cuales reflejan la contribucién de las variables de manera
individual y condicional. De este ltimo trabajo algunas propuestas por otros
autores incluyen esta descomposicion, entre ellos Roy (1958), Murphy (1987),
Doganaksoy, Faltin, y Tucker (1991), Hawkins (1991, 1993), Timm (1996) y
Runger, Alt, y Montgomery (1996). La metodologia de Murphy (1987) consis-
te en utilizar el Analisis Discriminante con el cual se detecta la variable o el
conjunto de variables que hacen que el proceso presente una sefial fuera de con-
trol. En trabajos anteriores se evaluo la efectividad de la descomposicion MY'T
Zambrano y Zambrano (2008), para este se pretende evaluar la metodologia de
Murphy (1987) para la interpretacion de sefiales.

Este articulo pretende abordar los conceptos basicos del grafico de control mul-
tivariado T2 para una observacién individual (seccidn 2), consecuentemente se
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describe la metodologia propuesta por Murphy (1987) (seccion 3), el procedi-
miento para evaluar esta metodologia (seccion 4), los resultados obtenidos (sec-
cién 5) y las conclusiones de los mismos (seccion 6).

2. GRAFICO DE CONTROL 72

Este grafico propuesto por Hotelling (1947) permite monitorear la distancia es-
tadistica entre un vector de observaciones y el vector de medias, para los ca-
sos en que se utilizan observaciones individuales. Suponiendo que los datos
se distribuyen normal p variada con vector de medias p, y matriz de cova-
rianzas 3 conocidos, la estadistica 72 para la i-ésima observacién individual
X!=(Xq,...,X;p) viene dada por

THX) = (Xi—p)' (X —pg) i=1,2,...,n. (1)

Si se desconocen los parametros de la normal p variada, se utilizan sus estima-
ciones X y S obtenidas a partir de datos historicos, por lo cual la ecuacion (1)
queda expresada como

(X)) = (X;i - X)' S (X, - X) i=12,...,n, 2)

donde el vector de medias muestrales viene dada por

n

— 1
nggxi,

y la matriz de covarianzas muestrales

1 _ _
X, — X

El grafico de control consiste en graficar la estadistica 72 v.s. el ntimero de
observaciones. Sin embargo, dependiendo de si se conocen o no los parametros
de la distribucién normal p variada, se considera una distribucién diferente a
un nivel de significancia a Diaz (2002). Esta distribucion, segin el caso, permite
asociar un limite de control superior el cual se representa en el grafico de control
como una linea recta con la cual se puede indicar si un proceso esta bajo control.
Esta es una diferencia notable frente a los graficos de control univariados ya que
no tienen importancia el limite central ni el de control inferior debido a que la
estadistica 72 por ser cuadratica nunca es negativa. Ademas, no presenta ningtin
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T2
II fuera de control

IIy en control

Figura 1: Grifico de control T2 con limite de control superior LC'S.

problema si es muy cercano a cero (indicaria que la observacion es muy cercana
al vector de medias de las variables) (Figura 1).

Si la variabilidad de las observaciones en el proceso es natural o comtn, se pre-
senta un grafico de control donde cada estadistica esta por debajo del limite
de control superior, se dice entonces que el proceso esta bajo control. En caso
contrario se dice que el proceso esta fuera de control, y se debera a que la varia-
bilidad de las observaciones en el proceso no es natural o presenta alguna causa
asignable o especial.

El grafico de control T2 se aplica en dos fases que se conocen como fase I y II;
en la primera de ellas se toma un conjunto de datos histéricos y se construye
el grafico de control T para establecer si el proceso se encontraba bajo control
cuando se sacaron n observaciones individuales preliminares y se calcularon los
estadisticos X y S. El objetivo en la fase I es obtener un conjunto de observa-
ciones homogéneas bajo control a fin de establecer el limite de control superior
para la fase II, el cual consiste en el monitoreo de la produccién futura. En oca-
siones se le denomina analisis retrospectivo Montgomery (2004).
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2.1 Limites de control para la fase I

La fase I consta de dos etapas. La etapa 1 consiste en construir a partir de un
conjunto de datos histérico el limite de control superior, para determinar si el
proceso esta bajo control. En esta etapa la distribucién de la estadistica 72 dada
por la ecuacion (2) se distribuye

(n—1)?

n

T2 ~

B(g n—p—1 7O[) .

’ 2

Para determinar si el proceso se encuentra bajo control se establece el limite de
control superior asociado a la distribucién del estadistica anterior dada por

(n— 1)?

LCS =

Byt

donde Bys, 5, q) es el percentil (1 —a) de la distribucion beta con parametros d;
y 2. Cuando una observacion hace que el proceso se encuentre fuera de control
a esta se la conoce como sefial. Si el grafico 72 indica que hay una sefial, se
debe llevar a cabo una investigacion con el objeto de encontrar causas especiales
que la hubieran producido. Las observaciones multivariadas que correspondan a
causas especiales se eliminan. Entonces se calculan de nuevo el limite de control
superior para un examen retrospectivo basado en las observaciones restantes y
el procedimiento se repite.

En la etapa 2 se prueba si el proceso permanece bajo control cuando nuevas
observaciones sean seleccionadas. La estadistica T? sigue una distribucién F,
por lo cual el grifico de control 77 utiliza en esta etapa un limite de control
superior dado por,

LCS:p(n+1)(n—1)
n(n —p)

(pvn_pva) )

donde n es el tamafio del observaciones en el conjunto de datos historicos con
las que ﬁr}almente se estimaron los. parametros en laetapa 1y Fipmopa) €s
el percentil (1 — «) de la distribucion F' con parametros p y n — p. Una vez
estabilizado el proceso en la etapa 2, se asume que los estimadores finales X y
S son los verdaderos valores de los parametros bajo control Vargas (2006).

2.2 Limites de control para la fase II

Para la fase II la carta 72, dado que se conocen los parametros la estadistica 72
se construyen como la ecuacion (1), en este punto el limite de control superior

215 :OUMBHGH



MATEMATICAS Y ESTADISTICA

viene dado por

LOS =3, 0. ()

donde X%p,oz) es el percentil (1 — «) de la distribucién y? central con parimetro
P

Un desarrollo de los limites cuando se consideran subgrupos de observaciones
mayores que uno se realiza de manera similar en Vargas (2006). En adelante se
asumira que el proceso ha pasado la Fase I, por lo que el proceso se encuentra
bajo control.

3. METODOLOGIA DE MURPHY

Este procedimiento es propuesto por Murphy (1987), subcaso de la descompo-
sicion de MYT segin Maravelakis (2003). Se asume que el proceso esta en fase II
descrito anteriormente (ver seccion 2), por lo cual cada observacion individual
X; se distribuye normal p variada con vector de medias p1, y matriz de cova-
rianza X. Estas ideas desarrolladas son extendibles para el caso donde (g, X)
puedan ser estimados Murphy (1987).

La poblacion bajo control se denotara por Iy ~ Np(pg, X). La familia de po-
blaciones fuera de control se denotara por IT ~ N, (i, X), i # pg. El procedi-
miento hace monitoreos cuando hay algiin cambio en la media p,.

Para tomar la decision sobre i el proceso esta o no bajo control, se utiliza la
estadistico T2 para una observacién individual X; dado por la ecuacién (1) la
cual es equivalente a verificar la hipdtesis Hy : pp = py vis. Hy : o # pg.
Seleccionando el limite de control superior (LC'S) correspondiente a la ecuacion
(3), se define la siguiente regla de decision

SiT? < LCS; entonces X; € Il (proceso bajo control).
SiT? > LCS; entonces X; ¢ Il (proceso fuera de control).

3.1 Ventajas de utilizar el grafico de control 72

La ventaja principal de utilizar estadistico 72 en el grafico de control T2, es
la propia reflexion sobre la estructura de correlacion de las poblaciones (estan
implicitas las correlaciones de las poblaciones, ya que X es conocida), aunque
también se presenta la misma situacion con un buen estimador de X. En la
practica, el no tener en cuenta la correlacion entre las variables es una desventaja
puesto se deben utilizar cartas independientes para monitorear cada una de las p
caracteristicas de calidad de manera individual. Haciendo esto se hacen pruebas
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simultaneas sobre cartas individuales permitiendo que cada error de tipo I sea
a/p, en lugar de o, lo cual es una dificultad.

Otra razdn para utilizar el grafico de control T2 es la facilidad de calculo y de
construccion simple del mismo ya que sélo requiere comparar valores 72 con
el limite de control superior (Figura 1).

3.2 Interpretacion de una sefial y seleccion de la variable causante

Se propone utilizar el Analisis Discriminante Diaz (2002). Se plantea interpretar
una sefial fuera de control y una prueba sobre cual de las variables (o subcon-
junto de ellas) causaron la sefial.

Dada una observacién X, que produce una sefial en el grifico de control 72
(T?*(X ) > LCS), la pregunta de interés inmediato es: ¢Cual de las p variables,
o subconjunto p; de ellas (p = p1 + p2) causaron la sefial? Murphy (1987) sefiala
que particionando la observacion X =X Skl) , X &2)], donde X Sﬁl) es el subcon-
junto de las p; variables las cuales se sospecha causaron la sefial, y X @ es el
conjunto de las py variables restantes.

Ademais, denotando con sz la distancia cuadrada completa,

T2 = T2(X.) = (X, — ) 571 (X — pro)

y con Tgl la distancia reducida correspondiente al subconjunto p1,
t
2 =12 () = (X = o) =t (X o)

donde py y X estan particionadas como lo esta X . Finalmente, la siguiente
diferencia es calculada

D=T;-1T;, )
el cual D ~ x2 . Si D es grande, se rechaza la hipétesis nula de que el subcon-
junto py causo la sefial. Si es pequefio, no se rechaza. Pruebas similares son bien
conocidas en el analisis discriminante y en el analisis de regresion para tratar
con problemas de seleccion de variables Diaz (2002). Si (g, X), son estimados,

la prueba apropiada para D es una distribucion F Seber (1984).

3.3 Algoritmo de Murphy para seleccionar variables fuera de control

El siguiente algoritmo describe y reduce el calculo computacional para consi-
derar sefiales fuera de control. Se consideran observaciones individuales. Si se
desea trabajar con observaciones en subgrupos mayores que uno, este mismo
algoritmo se describe en Murphy (1987).
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Paso 1 Llevar a cabo una prueba T con un nivel de significancia a. Si la con-
dicion se encuentra fuera de control entonces se continua con el paso 2.

Paso 2 Calcular los p individual T?(X;) equivalente a mirar las p cartas indivi-
duales y calcular las p diferencias D, (i) = T2 — T7(X;). Seleccionar el
min{D,_1(i)} = Dp_1(r) y probar esta minima diferencia. Si D),_1 (r) es
no significante entonces la variable r-ésima es la tnica que requiere aten-
cion. Si Dy,_1(r) es significante continue con el paso 3.

Paso 3 Calcular las p — 1 diferencias D, _o(r,j) = T — T3(X,, X;), 1 < r,
Jj <pyr#j. Seleccionar el min{D,_5(r,j)} = Dp_2(r,s) y pruebe la
minima diferencia. Si Dy,_5(r, s) no es significante entonces las variables
r-ésima y s-ésima son las Unicas que requieren atencion. Si Dy,_o(r, s) es
significante entonces continue con el paso 4.

Paso 4 Similar al paso 3.
Paso . Similar al paso 3 y 4.

Paso p Si la tltima D,,_(,_1 es significante, entonces, todas las p variables re-
quieren atencion.

Murphy (1987) recomienda que en las pruebas D,,_; ~ X?p—i,a*) se use un nivel
de significancia en el intervalo 0.1 < o* < 0.2.

Ejemplo 3.1. Considérese un proceso de tres variables, el cual se distribuye
multivariadamente normal con parametros poblacionales dados por el vector de
medias ceros (u = 0) y matriz de varianzas la idéntica de orden 3 (X = I3), para
observaciones individuales. Se calculara el estadistico T2 para la observacién
X! = [0.1736,2.9356,0.0379].

T(X,) = (X; — pw)!'S " HX; — p) = 8.649026

Comparando este valor con el limite de control superior dado por la ecuacion
(3) para @ = 0.05 se observa que se presenta una sefial (LC'S = X?370,05) =
7.814728).

Ahora segtin el algoritmo anterior calculan los términos individuales 72(X;) (i =
1,2,3)

T3(X1) = 0.0314, T?(Xy) =8.6177, TZ(X3)=0.0014

Se calculan las diferencias utilizando la ecuacion (4) y se elige la minima diferen-
cia de las tres anteriores (D2(2) = 0.0313). Se determina que esta diferencia no

Revista Tumbaga 20105 | 211-224 218



MATEMATICAS Y ESTADISTICA

es significante (X%2,0.1) = 4.60517), entonces la variable X requiere atencion ya
que es la causante de la sefial fuera de control.

4. METODOLOGIA

Para evaluar la efectividad de la metodologia de Murphy (1987) se propone es-
tudiar cambios en las componentes de vector de medias y correlacion entre va-
riables tal como lo describimos a continuacién.

Se propone generar observaciones individuales de un proceso multivariado nor-
mal estandar con maximo tres variables. Se toma una muestra de n = 100 bajo
control. Como se conocen los parametros entonces se considera el limite de con-
trol superior dado por (3) con un nivel de significancia de & = 0.05. Se hacen
cambios a las componentes del vector de medias, 0 a la matriz de covarianzas de
la siguiente manera:

1. Se cambia una o dos o las tres componentes del vector de medias, aumen-
tando esta con valores = 0.5, 1, 1.5, 2, 3, 5.

2. Se realizaran cambios a la matriz de covarianzas para obtener correlacio-
nes entre las variables X7 y Xo del proceso con los siguientes valores
p12 = 0.1, 0.5, 0.8. Con esto se espera observar sus efectos.

Luego de encontrar el proceso fuera de control en un tiempo ¢ se aplica la me-
todologia de Murphy (1987) en este tiempo. Se interpretaran las causas que de-
terminan la sefial fuera de control. Esto se realizaran 5000 veces para evaluar
la efectividad de esta descomposicion, en términos de probabilidades, lo que
facilitara la interpretacion de la misma.

5. RESULTADOS

La tabla 1 resume los resultados obtenidos de las diferentes corridas realizadas.
La primera columna representa las correlaciones para las variables (X7, X5), la
segunda columna representa los valores de los corrimientos en vector de medias.
Las siguientes columnas representan las probabilidades en las que el método de
Murphy detecta adecuadamente las variables a las cuales se les realizo el cambio;
e.d., si la columna 4 de la fila 4 hay un valor de 0.65 indica que la probabili-
dad de que el método de Murphy detecte cuando se produce un corrimiento
en la segunda componente del vector de medias de p = 1.5, cuando p12 = 0
es de un 65 %. A estos valores los llamaremos probabilidades de detencion efec-
tivas en las variables que producen sefial. Recordemos que los corrimientos en
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Tabla 1: Probabilidades de deteccion efectivas de las variables segtin corrimientos en el
vector de medias y correlacion entre la 1y 2 variable

P12 H (;,L, 0, O) (O,M,O) (0~0'N) (,LL,,LL, 0) (%07#) (O Hs /'L) (N’7N7N’)
0 0.25 0.26 0.24 0.07 0.07 0.07 0.04
0.5 0.35 0.35 0.34 0.08 0.09 0.08 0.04
1 0.50 0.51 0.51 0.15 0.14 0.15 0.08
0 |15 0.63 0.65 0.64 0.22 0.23 0.23 0.17
2 0.72 0.72 0.72 0.34 0.35 0.35 0.33
3 0.82 0.82 0.81 0.61 0.62 0.60 0.72
5 0.82 0.81 0.83 0.80 0.80 0.81 0.99
0 0.25 0.24 0.26 0.07 0.07 0.07 0.04
0.5 0.35 0.34 0.35 0.10 0.09 0.09 0.05
1 0.51 0.51 0.51 0.17 0.15 0.15 0.09
01115 0.62 0.64 0.65 0.25 0.22 0.24 0.17
2 0.74 0.72 0.72 0.38 0.35 0.35 0.32
3 0.81 0.82 0.82 0.63 0.61 0.62 0.71
5 0.82 0.83 0.82 0.80 0.80 0.79 0.99
0 0.21 0.22 0.22 0.15 0.06 0.06 0.06
0.5 0.30 0.32 0.30 0.21 0.08 0.08 0.07
1 0.49 0.50 0.47 0.28 0.15 0.15 0.13
05|15 0.63 0.64 0.62 0.37 0.24 0.23 0.22
2 0.72 0.74 0.72 0.47 0.34 0.35 0.37
3 0.82 0.82 0.81 0.67 0.63 0.63 0.73
5 0.82 0.83 0.83 0.80 0.80 0.79 0.99
0 0.18 0.17 0.18 0.27 0.05 0.05 0.09
0.5 0.27 0.27 0.27 0.32 0.07 0.08 0.11
1 0.47 0.47 0.44 0.41 0.14 0.14 0.18
0.8 | 1.5 0.62 0.63 0.58 0.51 0.23 0.21 0.28
2 0.72 0.73 0.70 0.57 0.35 0.34 0.42
3 0.84 0.82 0.80 0.73 0.63 0.63 0.76
5 0.83 0.83 0.82 0.81 0.79 0.81 0.99

el vector de medias para que produzca una sefial pueden ser corrimientos de
manera individual (p,0,0), (0, 1, 0), (0,0, i), corrimientos en dos componen-
tes (i, 12,0), (14,0, 1), (0, p, pt) y corrimiento en las tres componentes (i, i, ft).
Notese que cuando pi2 = 0y el corrimiento se hace en las tres componentes del
vector de medias para i = 0 la probabilidad de detectar una observacion fuera
de control cuando no se hicieron corrimientos es alrededor del 4 %, lo que se
acerca bastante al nivel de significancia definido.

Realizando un grafico de perfiles (Figura 2) se observa que las probabilidades
de deteccion efectivas aumentan cuando el corrimiento en las medias es alto.
Ademas se observa un comportamiento similar en los valores de probabilidad
de detencién en las corrimientos del vector de medias de manera individual,
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independiente de la correlacion pi2, por tanto no se afecta la efectividad de de-
tencion en las variables corridas de manera independiente. Asi mismo cuando
existe correlacion baja o no la hay, se observan que los valores de probabilidad
son similares (Figuras 2a y 2b). Por el contrario, cuando la correlacion es mode-
rada o grande, se observan un aumento en la probabilidad de deteccion cuando
se realiza corrimientos simultaneos en las variables (X1, X») (Figuras 2¢c y 2d).
Cuando se tiene una correlacion alta se afectara la probabilidad de deteccion
efectividad (Figura 2d).
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Figura 2: Perfiles de las probabilidades efectivas de deteccion de las variables segin co-
rrimientos en el vector de medias y correlacion
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6. CONCLUSIONES

Al analizar las tablas se observan algunos comportamientos en los datos, que
se ven reflejados a través de las probabilidades realizadas en la metodologia de
Murphy (1987). Estos tipos de comportamientos se analizaran para determinar
las conclusiones:

1. Como se observo la metodologia de Murphy (1987) es una buena alter-
nativa para la deteccion de las causas de una sefial fuera de control en un
proceso multivariado.

2. La efectividad de deteccion de la variable que ocasiono la sefial fuera de
control es mayor cuando se ha realizado un cambio grande en el vector de
medias. Al realizar cambios muy pequefios la probabilidad es baja.

3. Para correlaciones altas entre las variables (X7, X2), la probabilidad de
deteccidn es alta.

4. La detencion efectiva en las variables de manera independiente, cambia
cuando el corrimiento en media es pequefio o no hay y la correlacion es
alta.

Para estudios posteriores se podria aumentar el numero de variables, y tamafios
de subgrupos mayores que uno, para aplicar la metodologia y determinar su
efectividad ante estos cambios. El estudio de la metodologia de Murphy (1987)
se centra en utilizar analisis discriminante de Fisher, el cual compara las medias
de dos poblaciones multivariadas distribuidas normal p-variadas con la misma
matriz de covarianzas. Sin embargo, al utilizar nuestra metodologia de estudio
consideramos correlaciones entre variables, e.d., cambios en la matriz de cova-
rianzas sin modificar la regla del discriminante de Fisher. Un posible estudio
seria evaluar qué pasa si se cambia la regla del discriminante a matrices de co-
varianzas distintas Diaz (2002). Das y Prakash (2008) comparan las propuestas
realizadas Mason y cols. (1995), Murphy (1987), Hawkins (1993) y Doganaksoy
y cols. (1991) utilizando pruebas de potencia sin tener en cuenta la fase en la que
se encuentra cada proceso. Se pueden observar metodologias diferentes utilizan-
do pruebas empiricas como las realizadas en este trabajo, teniendo en cuenta la
fase en la que se encuentra el proceso.
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Anilisis de conglomerados en la identificacién de estructura

II
I
v

genética a partir de datos de marcadores moleculares

Cluster analysis for identification of genetic structure
from molecular marker data

Pefia Malavera, Andrea;"" Bruno, Cecilia;"" Teich, Ingrid;"™"
LIIT

Fernindez, Elmer;"™" Balzarini, Ménica.
Resumen. En el contexto de abundante informacién genémica, como la producida a
partir de marcadores moleculares basados en ADN, es de interés identificar la estruc-
tura genética subyacente en un conjunto de individuos, previo al andlisis de asociacién
entre expresion de marcadores y fenotipo. Cuando existen subgrupos de individuos
que difieren sistemdticamente en las frecuencias alélicas de sus marcadores, se origina
una estructura genética que, de no ser considerada, incrementa el riesgo de detectar
asociaciones espurias entre marcadores y fenotipo. Diversos métodos estadisticos son
utilizados para determinar la agrupacién de individuos desde datos de marcadores
moleculares que producen informacién discreta multidimensional, entre ellos mé-
todos basados en algoritmos de conglomerados jerdrquicos (UPGMA), conglomera-
dos no jerdrquicos (K-means), redes neuronales como los mapas auto-organizativos
(SOM) y métodos de conglomerados bayesianos. En este trabajo comparamos la ca-
pacidad de tales algoritmos para detectar subpoblaciones (conglomerados genéticos)
bajo dos escenarios biolégicos de estructura poblacional: modelo de islas y modelo de
contacto. Los algoritmos de conglomerado fueron evaluados simultdneamente usando
conjuntos de datos de marcadores moleculares de expresién binaria simulados bajo
ambos modelos bioldgicos. El método de conglomeracién bayesiano fue el que mejor
identificé, entre los evaluados, las subpoblaciones simuladas bajo el modelo de migra-
cién de islas. Para el modelo de contacto la identificacién de subgrupos fue dificil con
cualquiera de los cuatro algoritmos de conglomeracién evaluados.

Palabras clave: conglomerados jerdrquicos, conglomerados no jerdrquicos, mapas
auto-organizativos, conglomerado bayesiano, modelos de migracién.

Abstract. Prior to association studies, and in the context of abundant genomic in-
formation provided by molecular markers, it is of interest to identify the underlying
genetic structure of individuals. Genetic structure arises when markers” allele frequen-
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cies differ systematically between subgroups, and if it is not considered in association
analysis, it increases the risk of detecting spurious associations between molecular
markers and the phenotype of interest.

A variety of statistical methods are used to determine groups of individuals from
molecular markers that produce multidimensional discrete data, such as methods ba-
sed on hierarchical (UPGMA) and non-hierarchical clustering algorithms (K-means),
neural networks (SOM), and Bayesian clustering. In this study, we compared the
capacity of these algorithms to detect genetic clusters under two different biological
scenarios: the island model and the contact model. The clustering algorithms were
simultaneously evaluated using binary molecular marker data simulated under both
biological scenarios. Bayesian clustering was the best model to identify subpopula-
tions under the island migration model. However, in the contact model the identifi-
cation of subgroups was difficult with all algorithms.

Key words: Hierarchical clusters, Non-hierarchical clusters, self-organizing maps, Ba-
yesian clustering, Migration models.

1. INTRODUCCION

En genética humana, como en genética de animales y plantas, es de interés identifi-
car loci del ADN que rigen caracteres complejos (generalmente de expresion conti-
nua). El estudio de asociacién se realiza en un contexto de abundante informacién
genémica como es la producida por distintos tipos de marcadores moleculares del
ADN usando individuos seleccionados al azar de una poblacién con distinto nivel
de relacién de parentesco y estructuracién genética. El procedimiento para el andlisis
simultdneo de informacién genémica y fenotipica con el propésito de identificar aso-
ciaciones no aleatorias entre loci de marcadores moleculares y loci del cardcter feno-
tipico en estudio, es conocido como mapeo de asociacién o mapeo por desequilibrio
de ligamiento. Para este procedimiento se han utilizado con éxito distintos modelos
estadisticos, los cuales deben contemplar si existen estructuras genéticas subyacentes
en la poblacién de estudio, es decir la posible existencia de subpoblaciones con dis-
tinto nivel de relacién genémica. Diversos métodos analiticos computacionales de
naturaleza exploratoria multivariada e indices de diversidad genética entre y dentro
de grupos pueden usarse para detectar estructura genética (Hedrick, 2005).

Los estudios de asociacién, suponen que si una mutacién o cambio en el estado alé-
lico del marcador incrementa la expresién de una caracteristica en una poblacién de
individuos, entonces se puede esperar que el o los alelos asociados a tal caracteristica
sean mds frecuentes entre los individuos que la comparten que entre el resto de los
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individuos. Una poblacién estructurada genéticamente es aquella en la que coexis-
ten subgrupos o conglomerados de individuos que difieren sistemdticamente en sus
frecuencias alélicas para los diferentes loci. Cuando se lleva a cabo un andlisis de aso-
ciacién en estas poblaciones sin considerar los efectos de la subestructura poblacional
subyacente, se aumenta el riesgo de detectar asociaciones espurias entre marcadores y
la caracteristica fenotipica de interés.

El andlisis estadistico de la informacién molecular a través de algoritmos de clasifi-
cacién no supervisada, se utiliza para revelar tales estructuras de subpoblaciones que
luego son usadas como un factor de clasificacién dentro de los modelos de asocia-
cién. Diversos algoritmos estadistico-computacionales para la agrupacién de enti-
dades en espacios multidimensionales, tales como los métodos de conglomerados
jerarquicos (UPGMA), conglomerados no jerdrquicos (K-means), métodos de con-
glomeracién bayesianos basados en cadenas de Markov Monte Carlo (MCMC), y
redes neuronales que producen mapas auto-organizativos (SOM), pueden aplicarse
a datos multialelos-multilocus para identificar subpoblaciones o conglomerados ge-
néticos. El objetivo de este trabajo es ilustrar el desempefio relativo de estos métodos
bajo distintos escenarios biolégicos de presencia de subpoblaciones genéticas carac-
terizados por modelos de migracién comunes en estudios de ecologia y genética de
poblaciones.

2. MATERIALES Y METODOS
2.1 Datos

Se simularon datos genéticos multivariados del tipo binario con una estructura po-
blacional conocida a priori bajo dos escenarios bioldgicos caracterizados por diferen-
tes modelos de migracién: (A) modelo de islas y (B) modelo de contacto. El progra-
ma utilizado fue EASYPOP versién 2.0.1 (Balloux, 2001). Para el modelo de islas se
consider6 una estructura poblacional compuesta por 5 grupos, mientras que para el
modelo de contacto se simul6 una estructura poblacional de 2 grupos con 5 subpo-
blaciones cada uno (figura 1). El modelo de islas es considerado bésico porque resu-
me la estructura poblacional fundamental (Wright, 1931), y es utilizado en muchos
estudios de genética de poblaciones para predecir procesos evolutivos causados por
deriva génica, mutacién, seleccién y migracién (Chiappero et al., 2010). Este mode-
lo asume que los migrantes tienen una frecuencia génica igual a la del conjunto de las
subpoblaciones, y es considerado matemdticamente simple. El modelo de contacto
se considera opuesto al de islas en el continuo de estructuras poblacionales. En él la
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poblacién no estd dividida en subunidades donantes o receptoras de migrantes, ni es
una unidad panmictica. Los cruzamientos al azar estdn limitados por la distancia, de
modo que los individuos tendrdn una mayor probabilidad de aparearse con vecinos
que con individuos mds lejanos. De este modo se pueden agrupar a los individuos
en «vecindarios», dreas definidas por «individuos centrales» cuyos progenitores se
pueden tratar como extraidos al azar. La representacién mds sencilla del modelo de
contacto es un hdbitat lineal a lo largo del cual existe una distribucién normal de las
distancias entre los lugares de nacimiento de los padres y la progenie.

O
rn Q N@)
53
8 OO0 00m0=0=0+0=0

Figura 1. Representacion esquemdtica de los dos modelos biolégicos de migracién simulados. A)
Modelo de islas. B) Modelo de zona de contacto.

Los pardmetros de simulacién fueron fijados en este estudio con la finalidad de lograr
datos moleculares que caractericen un conjunto de lineas o individuos genéticamen-
te estructurados, y obtener escenarios comparables a la mayor parte de los estudios
que se realizan. Se definieron los siguientes pardmetros: nivel de ploidia (diploide),
proporcién de recombinacién (0.01), nimero de individuos por poblacién (100),
numero de loci (150), tasa de mutacién (0.01), modelo de mutacién (modelo de
mutacién paso a paso -SSM-), niimero de posibles estados alélicos (2), variabilidad
de la poblacién inicial (minima), tasa de migracién dentro de poblaciones (0.01),
tasa de migracién entre poblaciones (0.001). Todas las simulaciones fueron realizadas
para 4000 generaciones.

El hecho de considerar una tasa de migracion pequefia entre y dentro de poblaciones,
significa que en cada generacién existird una baja proporcién de la poblacién que
serd sustituida por inmigrantes, tanto dentro de una misma poblacién como entre
poblaciones. Se espera que este modelo de migracién provoque una alta endogamia
local y elevada homocigosis entre individuos de una misma poblacién, y por tanto
mayor diferencia entre poblaciones, es decir que las poblaciones estén estructuradas
genéticamente. Cada escenario o realizacién del modelo genético para los pardmetros
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expuestos anteriormente se simulé 100 veces y de cada conjunto de datos simulado
se seleccionaron por muestreo aleatorio simple para retener en el andlisis entre 120
y 180 individuos con igual proporcién de representacion de cada una de las subpo-
blaciones simuladas, en cada muestra emulada. El valor de la cantidad de lineas o
individuos seleccionados fue elegido en funcién de los tamanos de muestras que se
utilizan en la practica en estudios de mapeo de asociacién.

2.2 Procedimientos evaluados

Sobre cada conjunto de datos simulado se aplicaron simultineamente 4 algoritmos
de conglomerados: 1. Método jerirquico (UPGMA), 2. Método no jerdrquico K-
means, 3. Método basado en redes neuronales (SOM) y 4. Método bayesiano basado
en MCMC.

En el método de conglomerados jerdirquico UPGMA (Sokal y Michener, 1958),
como en otros métodos de conglomerados de esta naturaleza, se parte de una matriz
de distancias conteniendo todas las distancias entre pares de objetos, y se los comien-
za a agrupar teniendo en cuenta la minima distancia. Luego de agrupar el primer par
de individuos el proceso continua recalculando la matriz de distancias de manera tal
que el conglomerado recientemente formado se trata como un nuevo objeto. Por esto
es necesario definir una métrica de distancia entre objetos simples y conglomerados o
entre conglomerados. Esta se obtiene promediando todas las distancias entre pares de
objetos, donde un miembro del par pertenece a uno de los conglomerados y el otro
miembro al segundo conglomerado. Este es un método simple que se ha encontrado
exitoso en numerosas aplicaciones de clasificacién. La expresién para calcular la dis-
tancia promedio entre conglomerados es:

donde es la distancia entre el objeto, que pertenece al conglomerado AB y el obje-
toque pertenece al conglomerado C, siendo la sumatoria sobre todos los posibles
pares de objetos entre dos conglomerados y donde y son los niimeros de objetos en
los conglomerados AB y C respectivamente. El método tiende a producir grupos de
igual varianza (Milligan, 1980). La historia de formacién de conglomerados en los
distintos pasos del algoritmo de agrupamiento suele representarse gréficamente a
través de un dendrograma.

El método de conglomerados no-jerdrquico (K-means) agrupa objetos en k grupos

haciendo médxima la variacién entre conglomerados y minimizando la variacién den-
tro de cada conglomerado. Este método comienza con un agrupamiento inicial o
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con un grupo de puntos semilla (centroides) que formaran los centros de los grupos
(particién inicial del grupo de objetos en k items), prosigue asignando cada objeto
al grupo que tiene el centroide (media) mds cercano. La particién lograda es aquella
tal que la suma de la suma de las distancias al cuadrado de los miembros del grupo
respecto a su centroide es minima. El método se basa asi en el principio de los k
mejores centroides, éstos son modificados cada vez que un objeto se transfiere de un
grupo al otro. El algoritmo K-means es éptimo en cada paso. Los resultados finales
dependen de la configuracién inicial, de la secuencia en que son considerados los
objetos a agrupar y claramente del nimero de grupos. A los fines de alcanzar un
6ptimo global, es recomendable usar varias particiones iniciales y seleccionar aquella
particién final con minimo valor de la funcién objetivo.

Si bien estos métodos basados en conglomerados jerdrquicos y no-jerdrquicos se en-
cuentran implementados en numerosos softwares, en este trabajo usamos la imple-
mentacion del software Info-Gen (Balzarini y Di Rienzo, 2004). La funcién objetivo
que se minimiza en Info-Gen es la suma de distancias al cuadrado entre los objetos
de un mismo conglomerado. El grifico que muestra la evolucién de esta funcién
objetivo para 2, 3,..., k conglomerados es usado para identificar el niimero de gru-
pos subyacentes en la poblacién de objetos, i.e. cantidad de grupos donde la funcién
decrece a una menor tasa.

Los Mapas Auto-Organizativos o Self-Organizing Maps (SOM) son un modelo
de red neuronal desarrollado por Kohonen (Kohonen, 1997). Este procedimien-
to procesa una base de datos o casos multidimensionales, resultando en un mapa
(usualmente bidimensional) donde casos similares se “mapean” en regiones cercanas
de la red neuronal. De esta manera “vecindad” significa “similaridad” (Ferndndez y
Balzarini, 2007). La red se estructura como una capa usualmente bidimensional de
nodos no conectados entre si. Todos los nodos se asocian con un dato de entrada, se
inicializan los pesos de cada nodo, se busca el nodo ganador respecto a su similitud
con el caso de entrada, y se actualizan los pesos del nodo ganador y de sus vecinos,
reiterando los pasos hasta que se satisface un criterio de deteccién impuesto previa-
mente. Los mapas auto-organizativos constituyen un método de conglomeracién si-
milar a los métodos no jerdrquicos donde los grupos que se conforman son ubicados
espacialmente sobre la estructura de una red predefinida. Si bien originalmente fue
implementado en Sompack (Kohonen, 1997) actualmente se puede implementar en
los softwares Matlab, SAS y R, con distintos métodos de representacién grifica de
los resultados. En el presente trabajo se usa el método de representacién “U-matrix”
disponible en Sompack.
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El método de conglomeracién bayesiano, basado en Cadenas de Markov de Monte
Carlo propuesto por Pritchard y sus companeros (2000) es frecuentemente usado
para estudios de estructura genética poblacional. Se estima la distribucién a poste-
riori de coeficientes asociados a cada individuo que se corresponden a los distintos
subgrupos en los que éste puede clasificarse. El valor esperado de la distribucién a
posteriori provee una estimacion de la proporcién que el genoma de un individuo
tiene o comparte con los distintos subgrupos. El algoritmo se encuentra implemen-

tado en el software STRUCTURE 2.2.3 (Pritchard et al., 2000).
2.3 Evaluacién del desempeiio de los procedimientos de conglomerados

Bajo cada escenario de modelo biolégico de migracién usado para simular estructura
genética se contabilizé el porcentaje de corridas donde el algoritmo de conglomerado
usado detectd correctamente el niimero de grupos o subpoblaciones simuladas (K).
Adicionalmente se estimé para el conglomerado jerirquico UPGMA, no jerdrquico
K-means y el método bayesiano, el porcentaje de entidades bien clasificadas a través
de la comparacién de la subpoblacién a la cual pertenece cada entidad (segin simu-
lacién) y el conglomerado asignado. Para los mapas SOM se contabilizé el porcentaje
de nodos en zonas de la red no claramente definidas como un conglomerado (tran-
sicidn). Estos porcentajes fueron calculados en aquellos escenarios donde se detectd
con éxito el nimero de grupos de subpoblaciones (5 y 2 para el modelo de islas y de
contacto, respectivamente). En las figuras 2 y 3 presentamos los grificos obtenidos
con cada técnica de conglomerados para un caso simulado bajo cada modelo biolé-
gico.

3. RESULTADOS
3.1 Desempeio de los algoritmos de agrupamiento a partir del modelo de Islas

En la figura 2 se representan los resultados obtenidos a partir de los 4 métodos de
conglomerados. Cuando se utilizé el algoritmo de conglomerados jerdrquico UPG-
MA, el dendrograma resultante permitié de manera relativamente ficil visualizar el
agrupamiento de las lineas en 5 subgrupos con un umbral de corte para el eje de las
abscisas (distancias entre conglomerados) posicionado aproximadamente en el per-
centil 95 de las distancias calculadas. En la gréfica obtenida luego de implementar
un andlisis de conglomerados no jerdrquicos (K-means), se observé que la tasa de
disminucién del criterio que define la funcién objetivo (suma de cuadrados o hete-
rogeneidad dentro de grupos) decae a partir de 5 conglomerados. La representacién
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de la red del mapa auto-organizativo deberfa permitir la visualizacién de 5 zonas
con igual nivel de grises; sin embargo, en este ejemplo la observacion de las mismas
resulté dificil. Los puntos blancos representan nodos de la red que no han podido
ser agrupados claramente en un conglomerado. En el método bayesiano se logré un
gréfico en donde los 5 grupos fueron bien separados, sin embargo, en la clasificacién
de dicho algoritmo se observé la existencia de algunos individuos que perteneciendo
a un grupo en particular, contienen caracteristicas similares a las de otros conglome-
rados, lo que ocasiona en el gréfico lineas de individuos con més de un color.

1892
1860
1827

1794-

Heterogeneidad dentro de grupo

1762
1 2 3 4 5 6 7

conglomerados

Figura 2. Representaciones graficas de los resultados logrados por los algoritmos de agrupamiento
(de izquierda a derecha, arriba) método jerdrquico UPGMA, método no-jerdrquico K-means,
(abajo) redes neuronales basados en mapas auto-organizativos (SOM) y método bayesiano basados
en MCMC, respectivamente. Modelo de islas con una tasa de migracion dentro de poblaciones
0.01 y K=5.

3.2 Desempeio de los algoritmos de agrupamiento a partir del modelo de
contacto

Las representaciones del modelo de contacto se presentan en la figura 3. La deteccién
del niimero de grupos (K=2) fue relativamente fécil a través de los dendrogramas, al
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igual que en el modelo de islas, mientras que la deteccién del agrupamiento de las
lineas en 10 subgrupos (subpoblaciones) result6 dificil. En la representacién grafica
obtenida a partir del andlisis de conglomerados no jerdrquicos se observa que la tasa
de disminucién del criterio que define la funcién objetivo no decae sustancialmente.
La representacién de la red del mapa auto-organizativo deberia permitir la visualiza-
cién de 10 zonas; en este ejemplo la observacién de las mismas resulté dificil. Con el
método bayesiano el grafico resultante no permiti6 la identificacién de los subgrupos
(subpoblaciones) que conforman la estructura poblacional.

1940
1888
1835

1783

Heterogeneidad dentro de grupo

1730
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

conglomerados

Figura 3. Representacion gréfica de los resultados logrados por 4 algoritmos de agrupamiento (de
izquierda a derecha, arriba) método jerdrquico UPGMA, métodos no-jerdrquico K-means, (abajo)
redes neuronales basados en mapas auto-organizativos (SOM) y métodos bayesianos basados en
MCMC, respectivamente. Modelo de contacto con una tasa migracién dentro=0.01, tasa migra-
cién entre=0.001 y 2 grupos con 5 subpobaciones; total 10 subpoblaciones.

En la tabla 1 se presenta, para cada método de agrupamiento y para cada modelo
de migracién, la cantidad de veces que cada uno clasificé de manera correcta a cada
individuo en el grupo o subpoblacién que le correspondia segin fuera simulado.
Puede observarse que el método bayesiano fue el que presenté el mayor porcentaje
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en la deteccién del niimero de grupo simulados (90%), seguido del método no je-
rarquico K-means que clasificé correctamente cada grupo el 83% de las veces para
el modelo de islas. El método UPGMA y el SOM obtuvieron el nimero correcto de
conglomerados el 56 y 23% de las veces, respectivamente. Esto ultimo sugiere que
tanto el método jerdrquico como el basado en redes (SOM) son sensibles a modelos
biol6gicos con estructuras mds complejas. Con respecto a la clasificacién correcta de
individuos en los grupos bien identificados, los resultados estuvieron por encima del
90% para el modelo de islas en todos los métodos, excepto para el método SOM,
que clasificé correctamente el 80% de los nodos. Con el método bayesiano el 99%
de los individuos fue correctamente asignado en los grupos identificados. Los mé-
todos UPGMA y K-means asignaron individuos correctamente en un 93% de las
veces. Bajo el modelo de contacto, los 4 algoritmos evaluados presentaron una baja
proporcién de éxito en la deteccidn del niimero de grupos (menor al 50%). El mayor
porcentaje de éxito fue obtenido, a diferencia del modelo de islas, con el algoritmo

de conglomerados jerdrquicos, UPGMA.

Luego, a partir de los porcentajes de éxito en la deteccién del nimero de grupos o
poblaciones (K), se contabilizé la proporcién de individuos bien clasificados para
cada grupo. Para los algoritmos jerdrquico, bayesiano y SOM los porcentajes de en-
tidades bien clasificadas fueron mayores al 80%. El método de conglomerados no
jerdrquico K-means tuvo en esta simulacion bajo porcentaje de clasificacién correcta
de individuos (10%) cuando la estructura de poblacién se obtuvo bajo un modelo
biolégico de contacto.

Migracién Exito en la deteccién
K-poblaciones* Individuos @ Nodos*
UPGMA |Kmeans |soM |2z [UPG- e e | Barssia [y
no MA no
Islas 56 83 23 90 93 93 99 80
Contacto |50 36 7 23 87 10 97 82

Tabla 1. Comparacién de métodos conglomerados respecto a la identificacién de subestructuras
genéticas bajo distintos modelos de migracién que generan estructura genética de poblaciones.

+ Porcentaje de veces en que el K fue detectado, @ Porcentaje de individuos bien clasificados, *
Porcentaje de nodos bien clasificados en la red. UPGMA (encadenamiento promedio) algoritmo
jerdrquico, K-means algoritmo no-jerdrquico, SOM (self-organizing maps) algoritmo basado en
redes neuronales y Bayesiano (Pritchard et al., 2000).
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4. DISCUSION

Los algoritmos de conglomerados confrontados en este trabajo funcionaron de forma
diferencial en cada modelo biolégico, para detectar los grupos o poblaciones, debido
a la estructura genética explicita en cada uno. El método jerdrquico para el modelo
de islas identificé los 5 grupos simulados. Si bien Sagnard y sus compaferos (2002)
sugieren usar un método de andlisis discriminante (AD) en vez de algoritmos UPG-
MA para estudiar la estructura de diversidad genética y poder agrupar poblaciones
geogréficas o ecoldgicas, el AD requiere conocer a priori los grupos, mientras que el
andlisis de conglomerados jerdrquicos se usa en la situacién contraria, i.e. cuando no
se conocen a priori la cantidad de grupos. El algoritmo K-means tuvo un buen des-
empeno en la deteccidn de los grupos simulados bajo el modelo de islas. Fernindez y
sus compaferos (2007) lo citan como uno de los algoritmos divisivos mds simples de
calcular. Jombart y sus companeros (2010) se refieren a k-means como el algoritmo
natural a utilizar para definir el nimero de grupos cuando éste no se conoce a priori,
debido a que utiliza el mismo modelo que el andlisis discriminante y una medida
similar en la diferenciacién de grupos.

El algoritmo basado en redes SOM es una alternativa recientemente usada en estu-
dios donde se desea encontrar la estructura genética en datos obtenidos a partir de
marcadores moleculares. Ferndndez y Balzarini (2007) propusieron el uso de SOM
junto a una aplicacién desarrollada como herramienta para mejorar la visualizacién
de los resultados en el contexto de abundante informacién genémica. Las adaptacio-
nes especificas usadas en ese trabajo permitieron una mejor identificacién de grupos
de genes que el algoritmo K-means e incluso el algoritmo UPGMA. Sin embargo en
nuestro estudio, con una cantidad sustancialmente menor de marcadores y sin el uso
de la herramienta gréfica, el método SOM no fue el algoritmo que mejor identificéd
los grupos y las subestructuras emuladas. EI método bayesiano basado en cadenas
de Markov de Monte Carlo demostré un buen desempeno en el reconocimiento de
la estructura simulada bajo el modelo de islas, pero no para el modelo de contacto,
reduciendo su porcentaje de deteccién desde el 90% al 20%, respectivamente. Ade-
mis, en la representacion grifica no se visualizan de manera clara los grupos, ni las
subpoblaciones. Evanno y sus compafieros (2005) evaluaron el método bayesiano
para detectar estructura genética sobre datos simulados bajo tres modelos de migra-
cién, concluyendo también que este algoritmo resulta eficaz no sélo para un modelo
de isla, sino para esquemas mds complejos de migracién jerdrquica.
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5. COMENTARIOS FINALES

Para el modelo de islas el algoritmo que mejor identificé los grupos de subpobla-
ciones simulados fue el bayesiano. Para el modelo de contacto fue mejor el conglo-
merado jerdrquico UPGMA, aunque la identificacién de la estructura genética bajo
este modelo fue pobre bajo todos los algoritmos. Los algoritmos SOM y bayesiano
distinguieron mejor subpoblaciones que grupos de subpoblaciones. Los resultados
sugieren que el desempefo de los algoritmos depende del modelo bioldégico sub-
yacente para la estructuracién genética de poblaciones, y que existe menos error de
clasificacién con el modelo de islas que con el de contacto. Nuevos desarrollos son
necesarios para mejorar la identificacién de la subestructura genética subyacente en
situaciones bioldgicas

BIBLIOGRAFIA

Balloux, E EASYPOP versién 1.7. (2001) A computer program for the simulation of popu-
lation genetics. J. Heredity 92: 301-302.

Balzarini, M. y Di Rienzo, J. (2004) Info-Gen, Software para andlisis estadistico genédmi-
co. Facultad de Ciencias Agropecuarias. Universidad Nacional de Cérdoba. http://web.
info-gen.com.ar. Versién actualizada 2010.

Chiappero, M., Panzetta-Dutari, G., Gémez, D., Castillo, E., Polop, J. y Gardenal, C.
(2010) Contrasting genetic structure of urban and rural populations of the wild rodent
Calomys musculinus (Cricetidae, Sigmodontinae). Mammalian Biology. doi:10.1016/j.
mambio.2010.02.003.

Evanno, G., Regnaut, S. y Goudet, J. (2005) Detecting the number of clusters of individuals
using the software STRUCTURE: a simulation study. Molecular Ecology 14: 2611-2620.

Ferndndez, E. y Balzarini, M. (2007) Improving cluster visualization in self-organizing maps:
Application in gene expression data analysis. Computers in Biology and Medicine

37:1677-1689.

Ferndndez, E., Alvarez, M., Podhajcer, O., Stolovitzky, G. (2007) Genomica funcional: En
busca de la funcién de los genes. National Academy of Science, Argentine. XIII 63-76.

Hedrick, P. (2005) Large variance in reproductive success and the Ne/N ratio. Evolution

59:1596-1599.

INFOSTAT. Manual del usuario. (2008) Grupo InfoStat, FCA, Universidad Nacional de
Coérdoba. Primera Edicién, Editorial Brujas. Cérdoba, Argentina.

Jombart, T., Devillard, S. y Balloux, E (2010) Discriminant analysis of principal compo-

Revista Tumbaga 20105 | 236



MATEMATICAS Y ESTADISTICA

nents: a new method for the analysis of genetically structured populations. BMC Ge-
netics 11:94.

Kohonen, T. (1997) Self-Organizing Maps. Second Ed. Springer. Berlin.

Milligan, G. (1980) An examination of the effect of six types of error perturbation on fifteen
clustering algorithms. Psychometrika 45:325-342.

Pritchard, J., Stephens, M. y Donnelly, 2. (2000) Inference of population structure using
multilocus genotype data. Genetics 155:945-959.

Sagnard, E, Barberot, C. y Fady, B. (2000) Structure of genetic diversity in Abies alba Mill.
from southwestern Alps: multivariate analysis of adaptive and non.adaptive traits for
conservation in France. Forest Ecology and Management 157:175-189.

Sokal, R. y Michener, C. (1958) A statistical methods for evaluating systematic relationships.
University of Kansas Science Bulletin 38:1409-1438.

Wright, S. (1931) Evolution in mendelian populations. Genetics 16:97-159.8

Fecha de Fecha de

recepcion aprobacién

Referencia

Pefia Malavera Andrea Natalia,

Bruno Cecilia, Teich Ingrid y Dia/mes/afio | Dia/mes/ano

30/08/2010 | 1/09/2010

Balzarini Ménica. Clasificacién en la identificacién de estructura
genética de poblaciones a partir de datos moleculares.
Revista Tumbaga (2010), 5, 225 - 236

237 :OUMBHGH






MATEMATICAS Y ESTADISTICA

REVISTA CIENTIFICA TUMBAGA

“CIENCIA EN CONSTRUCCION”

POLITICA EDITORIAL

Se publicardn los siguientes tipos de docu-

mentos:

* Articulos de investigacién cientifica y
tecnoldgica que presenten, de manera de-
tallada, los resultados originales de proyec-
tos de investigacion.

e Articulos de reflexién que presenten re-
sultados de investigacién desde una pers-
pectiva analitica, interpretativa o critica
del autor, sobre un tema especifico, recu-
rriendo a fuentes originales.

e Articulos de revisién elaborados con base
en una investigacién donde se analicen,
sistematicen e integren los resultados de
investigaciones publicadas o no publica-
das, sobre un campo en ciencia o tecnolo-
gfa, con el fin de dar cuenta de los avances
y las tendencias de desarrollo. Deberdn
caracterizarse por presentar una cuidadosa
revision bibliografica de por lo menos 50
referencias.

También se publicardn Articulos cortos, Re-
portes de caso, Revisiones de temas, Cartas
al editor, Traducciones, Documentos de
reflexién no derivados de investigaciones,
Resefias bibliogrificas (de acuerdo con la
definicién de corciencias, disponible en
www.colciencias.gov.co), y resimenes de
trabajos de grado y de tesis de postgrado.
Los trabajos deben estar relacionados con las
dreas de biologia, quimica, fisica, matemdti-
cas, estadistica. También se incluirdn articu-
los de divulgacién dirigidos a una comuni-
dad no especializada.

Se recibirdn articulos escritos en espafiol, in-
glés y portugués.

239

Los titulos de los articulos deberdn Escribirse
en espaiiol e inglés.

Los trabajos presentados deben ser originales
e inéditos, y no deben estar siendo evaluados
en otras revistas. El Comité Editorial consi-
derard la re publicacién de traducciones o ar-
ticulos cuando éstos sean de gran relevancia
y hayan sido publicados en revistas de dificil
acceso en el medio.

La extensién méxima de los trabajos debe ser
de 24 pdginas en tamafio carta (8.5 x 11.0
pulgadas), a doble espacio, letra Arial 12,
con mdrgenes izquierdo y derecho de 3 cm.
Cuando se trate de articulos de revisién la ex-
tensién mdxima serd de 44 pédginas.

Los articulos incluirdn los siguientes apartes:
titulo, autores (apellido, nombre, institu-
cién, correo electrénico del autor para co-
rrespondencia); palabras o frases clave (cin-
co segun las categorias de la Nomenclatura
Internacional de la UNEsco); resumen (en el
idioma original y en inglés, con una mixima
extensién de 250 palabras); introduccién;
desarrollo (en caso de un articulo de inves-
tigacién incluird metodologfa, resultados y
andlisis de los mismos); conclusiones y bi-
bliografia (segtin las normas APA). Las notas
al articulo se presentardn al final del mismo y
antes de la bibliografia.

La traduccién del resumen debe ser realizada
por una persona competente en relacion con
el manejo de la lengua, y en todos los casos
los autores deben evitar recurrir a traductores
automaticos.
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MATEMATICAS Y ESTADISTICA

Los articulos deben ser enviados en formatos
doc o rex, cuando incluyan expresiones mate-
miticas. En los casos en los que los autores
estén interesados en remitir articulos en for-
mato fex deberdn ponerse en contacto con el
Comité Editorial con el propésito de que se
les remita la plantilla correspondiente.

Cuando los articulos contengan imdgenes
éstas deberdn enviarse por separado, en una
resolucién minima de 300 dpi, y en formatos
jpg, bmp o tiff, indicando en el nombre de
cada archivo el titulo que le corresponda a
la imagen en el articulo. El archivo de texto
correspondiente al articulo podrd contener o
no las imdgenes, siempre y cuando en ¢l se
indique claramente su ubicacidn, y se inclu-
yan las respectivas leyendas o pies de gréfica.
Las tablas y gréficos deberdn remitirse en ex-
tensiones xls o doc. Para las estructuras qui-
micas debe utilizarse Acdlabs o Chemdraw.

Todos los articulos serdn sometidos a una re-
visién preliminar por parte del Comité Edi-
torial, en la que se analizard la adecuacién a
las politicas de publicacién, y posteriormente
serdn remitidos a pares académicos para su
evaluacién segin los siguientes criterios:
originalidad, claridad y coherencia, interés,
pertinencia e importancia del tema tratado,
nivel cientifico -nivel de conceptualizacién-,
y aportes a la formacidn cientifica.
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9. Los articulos podrdn ser sometidos a un co-
mité de ética seglin sea pertinente.

10. Los articulos se recibirdn permanentemente
en la direccidn electrénica tumbaga@ut.edu.
co, o en la Facultad de Ciencias de la Uni-
versidad del Tolima (Barrio Santa Elena, Iba-
gué, Tolima). El autor deberd diligenciar los
formatos anexos para el envio del articulo y
enviar el archivo correspondiente sin incluir
en él sus datos personales, para facilitar el trd-
mite de evaluacién correspondiente.

11. La Revista se distribuird a las bibliotecas de
las 4 Universidades afiliadas a Ascun, Aso-
facien y Ascofade. Igualmente, estard dis-
ponible para investigadores, profesores de
los diferentes niveles educativos, estudiantes
universitarios y la comunidad en general. Los
interesados en suscribirse pueden diligenciar
el formato anexo.

Estamos seguros de que la difusion del producto
de sus investigaciones a través de nuestra revista
ofrecerd grandes satisfacciones tanto personales
como académicas para nuestra comunidad. Por
ello, lo invitamos a hacer parte activa de su de-
sarrollo.

Un cordial saludo,

Comité Editorial de la Revista
tumbaga@ut.edu.co



